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0 JABJEHHMN ILTACTHYECKON CPENBL HA HKECTEHNI ITTAMIT

B. B. COKOJIOBCKU
(Mocxpa)

IIpn BpapamsamEE iKecTKOro mTaMIa IPOACXOLAT MECTHO® CMATHE CPeXH
elle B ynpyroM ee cocrogEmu. IIpm parrmeiimem BraBrmBaEWA BOIMBM KOHTAKT-
HOH NOBePXHOCTH BOBHHKAET IIACTHIECKAA 30HA.

Hnxe ME pemaeM muockyio sazazy o6 ompe-
TeIeHAT PACITPONeNO A JaBIe R IIACTHUeCKOH
CPeNH Ha /KeCTEHNi mraMO BIOIEL JHHHA WX KOH-
ragra (Pur. 1), mpAYeM IIACTHYCCKHE CMOUIeHHS
OPeAIoNaraloTcsa KOCTATOYHO MANEMH, YTOOH OHE
He BHSHBAIW BHAYATEILHOIO H3MeHOHHS (OPME |
KpHBOH, orpaEmYmBabomed CBOCONHYIO MOBEPX- Dar. 1
HOCTBH TIACTHISCKOH CpemH.

ITpocrefimme sajawm -B 5Toff MOCTAHOBKe ViKe PACCMATPHBAIHMCH I eHKW
u ITpamxgraem!®.

a3}

§ 1. OcHoBHEIE ypaBHEHHA

Ecan & ypasmemmsM paBHOBecma J06aBHTH ycuaoBme mnaacTmIBOCTH Cam-
Benana, 1o moxyumM cmeremy ypaBHeHE® BmAa'l:

ds, 0T, or, 06, 6,—0a, \2
A S i, /2 RO S A 22, )
i e ¢ ol At ( 3 + Ty =k (1.1)

Opa y=0 =3 (1.1) moayumm ypaPHeHHS IIZ HeBECOMOH ILIACTHIECKO
opexsr npu k=0 ypaBEeRmS TEAPOCTATHEN.
IlonoxmB, Kak OGHUHO,

6, =%+ k(20 + sin 20), Gy =%+ % (26 — sin 20), 7,, ~—kcos2p (12)

r moxcranus B (1.1), mowywmm:

dc 09 . Q__ oc = gfp_ b _d_q)‘__ ;
g cos‘%(p <o Hsin2e o =), —(E-—l—Slngtp 5 — 08 20 5 =0, (1.3)

1 BrmgrEe Y B GOIBIIMECTBE CIYYaeB HE3HAUATEILHO, NOBTOMY IPH BHYACIOHHAX Cle-
zyer moxarars y = 0.
o
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IIPOHBBOJIH 38MOHY II6PEMEeHHHIX:

Em

E=c+g  n=—c—e, o=  e= 7" (14
BMecro (1.3) moaygamm:
Ty 08 P+ = sin =0, Hsmqa-——a? coscp:—_(). (1.5)

YpapHeRHS XapaKTePHCTHE Jif cmcTeMmH ypasmeHmit (1D5) mas mepsoro
ceMeiicTBa H IUS BTOPOTO CeMeHCTBa COOTBOTCTBEHHO GYyXyT:

dx dx
= const; —_—

dz _  dy iz
? sing  —cosg

cose  sing

JWY

n=— consts

XapakrepHCTAKHE II6PBONO ¥ BTOPOro CeMeficTB OPTOrOHANBHH (@ — YIOX
HAEIOHA XapPAKTOPHCTHE ITepBOro ceMelicTBa k ocn ).
IlponsBona saMeEY mepeMeHHHX

U==2% ¢0s ¢ -+ ¥ Sin ¢, ¥ =—sin ¢ ~+ Y cos @, L6)
D)
Z==ucos ¢ — v 8in o, Yy=— wusing—+vcoso (
u orHOca ypaBHemHA (L.B) K xapakrepHCTHKAM, LOTIyUAM:
02 w ; o v =
Fp— 1 B=0, = g9 (L.7)
rae 7 (3)— npomsBoabHAA PYHEIHA.
EBean »(8)=@, 1o ypaBmerma (1.7) mpencraBaTca B BHXe:
02u u : ou v
EE()—T, e 'I == U, '08‘ ey O. (1.8)

IIpm sroM merpyzmo, BocmousszoBasmmmck (1.5), moxryanTs:

__D(xy) _ 2 ()LEE’E'
A_D—(E-,T)_sin%p?é_ on (1.9)

B crareel! C. A. XpuermamoBHd BBeJ TNOHATEe IHHHE pasdpHBa, BLOIbL
KOTOpHX 0% 0%,... GeckoHewru. MM jokasaHa TeopeMa:

Tyerer 1/A=%=0 n upomssogEHe oT Z, § 1O L B v OTPAHWYEHS; JIL TOrO
9700 HEKOTOpas JIAHEAA OBNIA IHHHeH paspHBa, HEOOXOXHMO H JIOCTATOYHO,
9roGH BIOIE 9TOfl NMHWH BHIONHATOCH paBeHcTBO A=0.

- § 2. Yeuaosma BRoIL KOHTYPa

Ilycers mam sajaEa HeKOTOpaA T'PaEHUYHAS KpEBad ((ur. 2).
|y O6osEaune gepes 6, H <, COOTBOTCTBEHHO HOP-
MATHHO® H K&CATEJHHO® HANPAKOHHS BJONb DTOH
kpuBoif m BcrmomEmEB (1.2), woryumm:

6, =Y% 1k [26 + sin (20 — 26)],
i T, ==—k cos (20 — 20). (2.1)

BocnoanzoBaBmmcs aTaMu GOpMYIaME, TOXYTHM:

®mr. 2 ecan g,=r,, =0, T0
- I % 29
o=—10 * -, C=—grfF 5 (2.2)

THe 7 — IIeJoe 9HCIO;
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ecxm t,,—0, To

p=0= %4— n, 6,=vx+k(2c =1) (2.3)
ecau 1,,—— T=— const, 1o
o=0 %= % = Y, -+ nm, 6, =& -+ 2k = \E? — 17, (2.4)
Txe
1 wuit IR T w
Y= arcsin 4 —T<%<T;
eci® T,=—6, tgu, TO
™ ey
9=6+—;— o F Lo, 6, =2+ k [26 = cos (2y, = w)], (2.6)
TAe
1 : . . "
xo;garcsm(—%xsmp—?ssmp)a <X0<I

IlpuBemeEHHEe (QOPMYIH GYAYT HCIONB3OBAHH B AarbHeHmew.

§ 3. IloeranoBka saxaun

Ilepefinem &k ompememeHmI pacmpeXeleHHs NaBIOHHH IIACTHYOCKOH CpeIH
H2 IOTaMI BJONb JIWHHY HX KOHTAKTA.

Tax xax mmraMo IPeAIONAraeTCH
abCONTHO TBEPAHM, TO (opMa IHHHH
KOHTAKTA INTAMIIA H CPeJH HaM W3BECTHA.

IIyers #, ¥, 2— ocm KoOpIMHAT, He-
TOIBIEHO CBABAHHEIE CO CPONOM, nprdueM
ochr & HaHPaBJIBHB nepnemmrcynapﬂo
K MIIOCKOCTH JepTeka.

YpaBHeHHe KpHBOH, OTPAHHYHBAI-
el mraMI, 8alaHO B BHJe:

z=2(0)—9, oy =y(0), (3.1)

a ypaBHeHHWe XPHBOH, orpaEmumBapIeil CBOGOTHY!0 IOBEPXHOCTE INACTHUECKON
CpexH, B BHIe:

G

z=12(0), y=1(5), (3.2)

npruem Kpumsle (3.1) m (3 2) CEMMOTPHYHH OTHOCHTOALHO OCH Z.

3mecy uwepes 0 m 6 oGosmaueHH YIOE MeXITy HOPMAalaMH COOTBOTCTBEHHO
& xpmsEM (3.1) m (32) m ochio z, Wepes d—ray6WHA BIABIHBAHES INTAMIS,
B zaxbHelimen 0, m 0, oGosHauaor BEauemms O B Toukax M m M¥% wepes 6, —
amavenwe § B Toure M, ¢ B {— pazmycs EKpEBHSHH EpmBHX (3.1) m (3.2).

Kpupaz (3.1) —BEOykmzag (p CoXpaHseT NOCTOAHEHI BHak), kpmBag (3. 2}
MOXeT HMeTh TOUKH Ieperusa.

B roure M* rxpmeas (3.1) moxer mMeTh mepexoM!, Ha OCTANBHHX YJ4aCTEAX
x(0), ¥ (8) = z(0), y(h) mmeror HOIIPePEBHE® BTOPHE IPOMBBOXEHE 2

! BEcar mepexoma mHer, T0 f§; =0.
2 BoposeM HETPYAHO PACCMOTPETH NOCTaBIeHEYIO 2a5a9y B OPH HANUUAH HECEKOULEHEX
nepexomMon Ha xpmeux (3.1) m (3.2).
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b

W3 coorsomenmi

z (61) =¥ (‘01) S 07 z (60) —0=3 (60)7 Yy (90) =y (60)
oupezxe:mem:
B ==1(6), 3= (), b=y (8,). (33)

Ha nopepxmocrw, orpammamsaomeil miacTEIeckyo cpexny,

Gn — Tnt e 0'

Tloaromy wo opmynam (2.2) Broanr cBOGORHOE IOBEPXHOCTH TPHEEMAEM:
e ® 2L = 1
o ="0-+» a:—é%x(e)_g- (3.4)

Hanee meoOxoOmmMO cxemars NPeANOIOKeHEAe OTHOCHTOIHHO TPOHHA MOXEXY
IOBePXHOCTHIO INTAMOA W NAACTHYSCKOH cpemoi.
Mz paccmoTpmy TpH caygas:

Tt T 07 L e i OODSt, Tat— On tg ¥

TAe p.— Yroa TPeHHS MeENY NIACTHIecKOR cpejoll m ImraMmow.
ITo dopmymam (2.8), (24) = (2.5) Broxs xmEmwm romrarra MM* mpumEEMaeM:
ecim 1,=0, 1o

p=0-+2C, 5, == [#(0) — 3 (8)] + T (2 — 1); (3.5)
eCIH T,=——1, 10
o =0+2 -, 5, =1 [2(8) — 5 (0,)] - o — VIE— <5 (3.6)
ecau t,,—a, tgu, o
p=0+b Ty o, —y[e(8) —3(0)] +F[2 — cos @) (BT

3ameuarne o BEHGOpe sHaroB B gopmynax (3.4) —(3.7) Oymer cremamo HEXe.
Ilogcrasus (34) B (1.4), monyumm Broums EpmEBOH (3.2):
T

» ] 1 = T o R o 1 - :
::—gk—,c(e)——2—+6+—47 /:—ﬁx(e)—"‘—i—e—“z" (38)

§ 4. lipamonuHeiinad rpaHAna ILIACTHICCKOH cpembl

IIpexne wem mepeiirm x pemenmio ofmel Bagadm, cHOpMyIEpPOBAaHHOR B Ha-
9ale CTATHH LIPH KpHBOAMHE{iHOX TIpaEHENe NIACTHIECKOH CPeRs, OCTAHOBHMCH
Ha 9aCTHOM CIy9Yae, KOTXa BT& I'DAHHIA OPAMOIHHEeHHa.

Pacnonomernme xapakTepHmCTHE I8 ©TOro ocaydad OHIO IIOKa3aHO ele
JI. TIpasxraem B ero paGore (2,

Ocr y y mac coBmagaer ¢ mpamoH, orpammumsanomefl C¢BOGOXEYI MOBEPX-
HoCTh muacTmdeckofl cpexm [BMecro kpmBoi (3.2)], mosromy!?

5(6) R 0) : 6: 07 3 (60) =z (60)'

Paccenorpmy rpm cxygas.

1 Cayvait, Korga mHpaMEe, OrpaHAYABAKINEe NIACTHIECEYHO CPEAY, He FOPH3OHTAIBHH,
a HAEKIOHEH W, CIeTOBATEILHO, BEIMUHHA ( IIOCTORNHHA, HO H6 paBHA HYIO, MOEeT OHTH
PACCMOTPEH COBEPIIEHHO AHAJOIHYHO.
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1. Brone nnEmm kKouTakTs 7,—0 (rmagkmil nrram)

¥Yrox (p —0) HaxaoHA mepBOro cemeficTBa XapaKTePHCTHE kK HOpMaxm (pmr. 4)
BRons qmERE KoHTakTa MM* B vTOM ciyuae pasew 3w /4.

Tar rak mo dopmyaam (3.8) Brons My, M

g,—,-—%—l—g_—_const, (4.1)

TO § COXpaHseTr Ty Ke BeXHIHHY BO Beell muacrmueckoft obmacra MMy, M, M,  M*
4 CIeNOBaTeABHO, ® BROoxb JMM*.
Ilo ¢opumymam (1.4) m (3.5)
E=dc*+0+3r /4 (4.2)
IlpmpaserBaa (4.1) u (4.2), onpexemmm:
F=—(0+7[241/2) 4.3)
Bexen sarem mo dopmyme (3.6) momyamm opmyany
6, =v[z0)—20)] —k (20 + =+ 2) (0 B 00 44)

TAOIIYO PacmpefeleHNe HOPMAIBHHX HANPAKEHHH BIONE IHBWH KOHTAKTH.

U3 arofi popuymsr BmgmO, [uro 6, yOmBaer (|6,| BOspacTaer) NPH ABHKEHAH
BIONL THHHAM KOoHTakra or M x IM*,

Bu6op ofparEmx smaxoB B opmynax (2.2), (23), (24) m (25) npm mamm-
carmu (3.4 (3.6), (3.6) m (3.7) mpmsommr BMecro (4.4) B dopmywme:

o,=v[@®)—z(0)] +F20+7+2) (0, <00

W3 mocramosrm salavd cJaexyeTr, 4TO OPH IPeleIbHOM IMePexofe K MIOCKOMY

aaraMuy (0 =0, z () =0)
5,<0
{mraMI TaBHT Ha IIACTHYECKYIO CPeNy). OTO YCIOBHE OCTAHABIHBAGT HAII BHGOP
Ha opmyxe (4.4). 1
OGosmaunyM wepes p paBHONefCTBYOMYoO RaBIeHHH MITaMna, BSATYO Ha eXd-
HAONY AIHEE BIOIbL OCH .

1 B cayuae, KOrfa IIPAMEeE, OrPAHHYEBAOINEE INIACTAICCKYI0 CPEIY, HE I'OPHZOHTATBHLI,
# HAKIOHHE, 6CTH ONYCTHTL WIEH, CONepEAIIuH ¥, BMecro (4.4) moxywm:

Cp=—k (20— 2047 +2 (6p < 0 <6,).
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W yenopna paBHOBecHA mONydmM:
0,

p=—2 J. a,p cos 0 df. (4.5y
6o
ITomerasms 6, ompenemennoe $opmynoir (4.4), B (4.5), ompexemnu:
b 0, 61
p=2[y2(6)+k(m~+2)] [ ¢coshdd—2y | z(6)pcosbdp +4k[ B cos 6 d6. (4.6)
60 60 OO

Ecmm mrramn xpyrasrd, To
x=—— R (cos § — cos b,), y=—— Rsin §, ()= R (1 — cos H), 47
d=R(1—cos0y), b=— Rsin,, s

m BMecTO (4.6) momyamm!:
p=—y B (8,— 5 5in20,) -+ 46E (1 — 0, sin 6, — cos f) — 2KE (= +2) sin 6,. (4.8)

1lo aroit opuyme® mpm y:O MONCUATAHS 3aBECHMOCTh MoxAy b m p. Iloxy-
YeHHHEe PesyIBTATH. IPHBEJeHH B TaOmL 1.

Tacamma 1

b
o —98 i
I3 o\ %R

P b iy P

R LR

0.01 0°84’ | 0.102 0.15 8038’ | 1.497
0.02 109 | 0.204 0.20 11 32 | 1.976
0.03 143 0.806 0.25 14 29 | 2.44b
004 | 218 | 0.408 0.80 17 27 | 2.904
0.06 2 52 0.609 0.85 20 29 | 3.361
0.10 b 44 1.008 0.40 28 86 | 3.789

2. Broas IHMEEHE KOHTaKTa T,=—T==const

Yron (p— ) EakmOHA IEPBOro ceMeiicTBA XAPAKTePHCTHE K HOPMAIH BIOIE
apEEE KoHrakra MM* B sroM caydae HOCTOSHEH, HO OTIHMIeH OT 3= /4.

Bo Beeit mnacrmaeckoit o6macra MMy M\ M,y M* mueer Mecrs Popuyaa (4.1).

Ilo ¢opmynam (1.4) = (3.6)

E=0c*+0-+3n |4+, 49
Ilpmpasemsas (4.1) m (4.9), moaywmu:
F=—04+7 (24124 ). (4.10)
Benen sarem mo (3.6) moxryumm dopmyary:
6, =1 [ () — 2(0)] — 2k [ 0+ I+ by | — V==, 4.11)

JA0IIYI0 pacnpenercHre HOPMaILHBIX HaHPHHCeHHﬁ BAOJIL JHHHH KOHTAKT&.

1 Bamerun, wro upm k=0 Qopmynra (4.8) nepexoimT B HBBECTHYIO I'EAPOCTATAYOCEYIC:
$opuyny IIA NMIABAIOINErO EPYrOBOI0 NEIMHIDA.
2 Bamsamme wieHa, CONCPRAINErO Y, HEBHAUATENLHO.
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Haxee, BocmonrzoBasmuces (3.6) m nomoxmB ¢=3=[4, NOIYIHM BHAUEHHE
0 =104, npm Koropom Ha koETYpe MM* ©0=23=%[4, B BEze:
b =— 1,

Ecam 65>>6;, ro no dopmyxran (4.11) mafizem o
ragra MM* (Ppur. b).

BXOJL BCOH JIHHEAA KOH-

n

-¢ dnn 2 cayvan
&
Z

=Xy dna 3 cayiag

Dnr. b

W3 ycuoBma paBHOBeCHS IOXYIHM:
6[ Ol

p=—20,5c050d0—2 [ z,0sin 6 do. (4.12)
b B
ITogerasus Beamummy o6,, ompemeaeHEy ¢opmyrod (411), m =1,—=—=
B (4.12), onpegeamm:
f, 0
p=2[yz (0,) + & (z + 1+ 2yo) + VEE— =2] '[ocos 0 do— 2y [x(e)pcos 6do—+
0y * [ o (3G

-+ 4k J fp cos 0 df + 2+ f ¢ sin 6 df.
s 0

Ecenm 6, <C0,, ro mo dopuynam (4.11) mmeem G, BIOUb OTPesKa JHHHH KOH-
T8ETa, Jaa Koroporo 0,<0<h,, . e. Ha yuacrke MA, Toura A coorsercrByer
=04 (Ppur. 6).

Karx sro 6mmo ykasamo eme JI. 1lpamaraem (cm. ) cpena BOumsE ygacTka
kpmBoit AM* (0, <0< 0,) He Moker GHTH miacTEYECKOil NMPH Ty =—T.

OrpasmumBasch cayuaey, korfa ygacrok AM* manm mo cpaBHEHHIO ¢ ydacT-
xoM MA, Gymem paccMarpEBarh BIABIHBAHN® INTAMIA, OIPAHAIEHHOTO HEO KpH- -
Bolt MM* N, a Gmmskoft k mek momamott MM* N, ornmuaomeiica oT TpewHelt
KpHBOR TeM, uT0 KpmBoxmEeiimmie yaactkm AM* mw M* B 3aMeHeHH OTpeBKaMH
U PAMAX AM* w M* B, xacaTeIbHNX K JOHEE KOHTakra B Toukax A m B.

Takoe wmsMemeHme KOHTYpa IuTaMIa He MOBIHAET CHIBHO HA BEOIHIHHY
CHIEL P.

Broay yuacrxa AM* manpamemms o, ompegenarcst mo Popmyle (4 11), ecmm
B Hell MomomuTs A =— 0.

‘ 1 e ;
=y [&(02) — 2 (8] — 2% (055 —+ %) —VP—P=[],. (414)
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Haxee, BocmomssoBanmmes $opuynamm (4.12) m (4.13), momwywmm:

0* 0*
=2z (0) +F (x4 14 2;) -+ VI — 2] f 6 ¢os f fzo—z«{j @ (8) ¢ cos A6 ~+
6, b
: 1 (4.15)

4% [ 0pc0s0d0 + 2 [ psind) —2[s,],y (0.) — 2y (0,) t s
0y N

r T, 4 2 copus
a=
e
7

£ 70
7~ X, dna J cnyvan

Bemm mramn kpyrami, To, BeooMEmB (4.7), moxywm:

p=—vyR? [2 cos 0 sin O, 6, — 0*—% sin 290—%sin 26*] —+-
—+4kR [04sin 04—+ cos 0, — 6, sin 6, — cos O] — (4.16)
—2R (m 1 4 20+ V1 — 72| R?) (sin §, — sin 6,) — 27 R (cos O — c0s 0,) +
+ 2R [c,], 8in 0+ 2Rt sinf, tg 0.

2Q —_—
3. Broxsr xmEREHE KOHTAKTA T,=0,tgp

Yron (¢ —0) HakIoHa HEpPBOro cemeiicTBa XaPAKTOPHCTHE K HOPMANH B DTOM
~caydae BEROAb jmEUE KoHTakTa MM* oramuen or 3w /4 m saBHCHT ot f, & B oCTANB-
‘HOM PACHONOMKOHHH XapPAKTePHCTHE TO e, 4ro m Ha ¢ur. b,

Ilo ¢popuyram (1.4) = (3.7)

E=c*+04+p[24+3%]4-+y,. (417)

Ilprpasramsaa (41) = (4.17), moryunm ypaBHeHHE:

96* -+ arc sin {— + [#(6) — 2 (8,)] sin p. — 20* sin }L} —=— (2047 —+1-+p), (418)
~OImpexerdiomes *
a=¢*(0), 0,). (4.19)
Beaxen sarem mo (3.7) momyamm gopmyay: )
6, =1 [2(6) — & (8)] + 126% (9, 8,) — c0s [2, (6)+ pl} =0,* (8, 8,), (4.20)
e Beuexcrnme (2.6) u (4.18)
Lo @) =—[c*O)4+064+%/24+1 /24 /2],
. MAWOIIY0 PacOpelelerne HOPMAILHHX HANDMKOHHAH BRONL NHHAW KOHTAKTA.

1 Tlpm ¥ =0 permunma ¢* me saBucmT oT 0. %
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Hauee, BocmombsoBapmmes (3.7) m (4.18) m moxomms ¢=3r/4, momyumm
PaBEHCTBO:

a* (0, ) +w/2+1/2=0,

onpenexaomee §=0,(f,), mpr roropom ¢=3=%[4 ma KomType MM*

Ecam 042>0,, o mo dopmynam (4.20) mmeem o, BREOLL Beell IHHEE KOH-
raxra MM* (pur. 5). s ycaosma pasmoecws (4.12), BemoMEmB, uTO T,,==0, tg W
EOXYTHM:

a
p=—gorr [ 6up cos (0-+-p) a8, (4.21)

rxe ¢ mamo opmyaoi (4.20).

Ecam 04<¢, 10 mo opmymam (4.20) mmeeM G, BEOIE OTPOB3KS IHHHE KOH-
TaKT8, A KOTOpOro 6,< 00, T e. Ha yuacrke MA. Toura A coorBercTByeT
6 =04 (fumr. 6). Kax mw B mpexmrymmemM caydae, GyieM pacCCMATPHBATH BRABIN-
BaHHO INTaMI&, OTpaHAMYeHHOro He KpmBolt MM*N, a OGamsrodf k HeH aoma-
molt MM* N.

Broxs yuactka AM* maupsmemme s, ompenexsercs mo popuyre (4.20), ecam
B HeH moumoxmTh §=—0,: y

0, =6,* (0, 0)) =][5,] - (4.22)
Jlaxee, BocmoubsoBaBmucs (4.12), morydamm:
2 - 008 (0, —+ 1)
S COoS 1. J c,p cos (6 —+ V') a9 —2 [‘7"]4 G086, 008 ¥ (04, (4.23)

bo
rae 6, mamo $opumywoit (4.20).

§ 5. KpuBoIMHeiiHAA I'PAHHOA TIIACTHYECKOH cpems

ITepeiinem remeps x pemernmio o6meli BajaTl IIPE KPHBOIMHeHHOH T'pamEHIe
OIaCTEIOCEOR cpemer (Pur. 7).

Kpmsan (3.2) momer mmerTs Tourm iepernmba. TakxoH rouxoffi mepernda
apnsgerca My, 3HaueEne yraa 6 B 5T0#l TOuke OBOBHATHM Tepes (%
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IloBepxmocTs mTaMma GymeM CYRTATH TAafKOH, T. e. BIOIb IHHEH KOH-
rakra t,=—=0. Herpyanmo, ommako, 0606mHTE Bce pacCykTeHWA H Ha cxydai
HATAYAA TPOHHS MeXIy INTAMIOM M ILIACTHYIecKOd cpenofl, aHATOTHIHO TOMY,
EaK 3T0 OHIIO CJelaHO B NPeAHAyINeM maparpade. ]

Bpemem B paccMoTpeEme MHOIOIECTHYIO IOBEPXHOCTE &, [, KOTOpyn Oymem
HONAraTh COCTOAMmeR W8 HATH IHCTOB, HAJOWLEHHHX Apyr Ha xpyra (¢pumr. 8a).
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Ha mmcrax I m II mposomeM xpmsywo (3.8) coorBercrBenmo mua 6* <6< 6,

7 0% <0< O** rme 0** sEauenme § B mpomsBoxsEOR Touke M, | sroft KpmBOif.
’
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Brioas sTHX KEPUBHX, & TeM CaMEM B TPEYTOIBEHKAX g gty T (oo 0, —1 P1, 1
moxaraeM {=—=mu.

Ioncraprs (3.2) uw (3.4) B (1.6) m BocmomesoBaBmmchH ypaBHeHHsME (1.8),

/ :

TOXYIUM BROND fLog gy M Pog iy i

u=17(6) cos (E—l— 1) —+7(0) sin (5 -+ l) :

4 4
,%z.:—%fis(é)siu (§+ 7;—)-1—%_17(_6) cos (6—I—%)7 (®.1)
du Pl i e Y N i o o
Tn——m—‘—é—_w(e)bm <6 kz)—gy(e)‘cos <6+ 4)

1 MaoGpamenns towex My m My  Ha naockoctm &5 ofosHadmm wepes Uy & iy
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Temeps PyEEmES %, a BCue] 3a HelH T v MOEeT OHTH ONpefeleHA IO HBBOCT-
HEM PopMyram gua Texerpadmoro ypasmenma (1.8) m mammmM Homm (5.1) B rpe-
YIONBEEEAX gq Phyg ki B oo o, 1 Po1,—1) & CAEAOBATOIBHO, M BIOUE (L9 k1) 101
oo g, —1-

OGosmaunm wepes 1M, Toury M, ecim pacCMaTPHBATH €€ KAk KpaHHIOD
rouxy My, M, m wepes M, Ty e TOUKY, €CHH DPacCMaTPEBaTH ee Kak KpaiiHI0
troury MM*. 3mavenums ¢ m ¢ B roukax M;; m M, pasumdEH.

Herpyneo Bmmers, wro M;, m M, nOoWEKHH JexaTp Ha OFHOX XapakrepH-
crake £=—const, BEpoxsanmelica Ha mrockoera (z, y) B Touxy M.

ITosrony msobpamenne touxm M, wa aucre I noBepxmocrE &f mOMEHO
Jlexars Ha XapakrepmerTmEel &= .

Haxee, ms (3.0) m (1.4) caexyer, aro Broxp EpmBoii (3.1)

n=E—20—3=/2. (5.2)

Ilosromy B moure M, (6=0,), sHaz &, ==&, HETPYAHO ONPENEIHTH Ty
B BHJE:

Tig1 = 2_11 e 260 P 375 / 2.

Broas xapaxrepmermrm £=£, ma yuacTke 7y < P < ny; momommy 7 (B)==[.
Kooprarars: £ =¢£,;, B=mn,, onpemeisnr TOIKY ..
OTpesor XapaKTepPHCTHKN (L (b, COOTBETCTBYOT Ha IIOCKOCTH Zy Touke [
© xooprumarann [Z(6,), 7 (6,)].
IToxcrapas o1m 3mavemma B (1.6) m samemus f, wepes f, mo opuymxam (3.3),
TOAY TEM:
— . . Eaiam H
u=1(0,) cos “2 l4-7(6,) sin —”2—'216(7,, fy)- (6.3)

Dyrrmms » OHIa BHIIE ONpeleleHs BIOIL i, kg, & 1o dopmyme (5.3) oma
JAHA& BIOLD g, tig-

Teneps QyEkmES #, a BCAe] 8a Hell W v MOKET GHTb MO WBBOCTHEM (HOP-
MyxaMm pus TemXerpadreoro yparmesma (1.8) m BRaYEHEAM ¥, NAHHEIM BAOIbL IBYX
XaPAKTEOPUCTHE PASIHYHEIX CeMeHCTB, OmNpefeleHa B NPAMOYIOABEUE® (Lo My Yoy Pugy
& CI6I0OBATOINBLHO, BIOID Ly lhg; -

[Tonrsyace mpomsBomoM B BEGOpe n=—w(f), MOKHO TOCTHI'HYTH TOTO, ITOGH
mso6paxenmeM xpuBofl (3.1) ma mmcre I mosepxmoerm £ Gmxa mpaMas

p=Et—20,—3x/2, (5.4)
NPOXONAMAS UePes TOUKY Uy [cp. ¢ (5.2)].
Orpesox .y, g, gBuseTCE HBOGpamenmenm (3.1), HOITOMY BIOIL HEro HEMeeM:
x =% (8) — 3 (B,), y=y (),
mpudeM OHTH (DYEEOWUE HECKOIBKO NPOJOLEKeHH u uig 0>, (orpesox M* N*

Ba ¢ur. 7), Tag, 9TOGH WX BTOPHEe TPOHSBOZHEE GHIE HENDEPHBHE H p HMeJ G
TIOCTOAHEEI BHAE BJOAL Beel kpmBoit MM* N*,

1 Tepes £, ny & &gy v OymeM oBosmavars £, 1 B TOWRAX g B W
Beamumna £, Buumcaseres mo dopmyie (8.6) B Bmze:
oot T

- = 1 =
;11:_1)7":'“7(60)"1_)—"‘60""1'
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IToncrapue srar Pymrnmm B (1.6) m Bemommms (1.7), BIOIB [y, (g, TOTYIEM:

= — [5(8) — 5 (8] sin (6+£—)+y(6) cos (-+);
(5:5)

2 e 2 [e(®)— ()] cos (0+-5) —5 v ®)sin (0-+5)-

Onpepnexss ms mepBoro coorHomenms QyEEmEO® §=—0 (4, f,) m moicraBiAs

BO BTODPOE, TIONYINM BROIB g Mo

ou 1 3

Mo fh 0, n=E—20(y, O)— =, (5.6)
& BIOIB Lyl QYHEOEE %, v GEIE OOpeNeNeHE BHIIIe.

Taxmm ofpasoM HaxXOXJZeHHe %, 7 CBeIOCH K IOCTPOSHHI pemmeHHmH Aud
HenmHefiHOr0 rumepbonmueckoro ypapHenua (1.7) mpm cHopMyIMpPOBAHEHX BHIIEe
IPAHEWIHHX YCIOBHAX.

Teopema cymecTBOBaHAS K OIWHCTBOHHOCTH STHX POMEHHH MOX¥eT OHTE.
IOKagaHa OOHYHEMHE B TEODHH IHOePGOIRIECKHX YPaBHOHHH MeromaMm .

[—y . s . .

Hrax, moxywaen u=u*(, ; 6,) @ n=n(B; 0,) B TPOYTOIBHEKS {Lyg [Ly; [hgp; ECEIIO~
auB B, moxywan u=u (&, »; §,), a Bomeyx sarem m v=v(, 1; 0,).

Y g

Berme , v GEUIR OIpeTe;OEE BROIL . (h, Ha Imere I m BROEs p gy
ma xucre 1T moBepxmocr: £ B. Craeny amers I m I1T Broas g gy & amersr 1T m IIT

! ’
BIOAB {1y kg _;» Lemeps ® Ha mmere 111 «, v EBBECTHEE BIOXB (Lo (hgy H- fog ey _y-
Ilo nmamEEIM SHaYeHWAM # BIOIE NBYX XapaKTePHCTHE PASIHIHHX ceMefcTs,
pemas ypasHeEma (1.7), moxydEM %, ¥ B HPAMOYTOIBHEES [y koo thg _y Mo —1r
. St e
a pemas ypaBHeEma (1.8), momydumM %, m, a BCIeX 8aTeM ¥ B IPAMOYTOILHHKE
! !
{20 30 P3, —1 o, —1-
ITepeceuenns (5.4) mposeserHo# Ha amere IV nmockocrm £B ¢ Xapakrepm-
b e’ (4 ! =
cruravu §—{, & E—*E~1, _y TANYT TOUEH gy ¥ p, ;. Cmwemy amers ITT m IV
! !
BROTE {Lgy g _,. Temeps Ha mmere IV «, v msBeCTHR BIOUL gypy _;, & BROIE.
!
30 jry, —y EMOIOT MECTO (6.6). Urax, u, n, 2 Bouey 3aTeM v OMPOASAAIOTCA B TPEYIOIb~
£
! !
HIK® (Lyly _; by _; COBEPIIEHHO TAK #e, KAK B B TPEYIOIBHEES (Ly Ly Uy

TakmM 06pasoM B PesyIbTare IPOBONEHHEX BHIIe DPaCCYXAOHHEH MH IOIY-
9EIE %, v B GOTHPeXAHCTHON oGzacrm, msobpamemmoii Ha d¢ur. 8, mam B pas-
pepEyroM Bmie Ha Qur. 8b, mpmIeM HOMepa IHCTOB OGOBHAYEH! DPHMCKHME
madpamm.

1 Taa ommosmaynocTe PymEEnmm 0= 0 (u, §)) XOCTATOYHO DOCTOAHCIBO 3HAKA:

%Z;=—!2§ — [« (6) —29] cos(0+ {«)—y(e)sin(e-i--g)-

D10 HEMEeT MeCTO, HANDHEMED, 6CIH INTAMI BIABIEBAEICS B CPELy He CIMINKOM ITyGOXG
n z(0)— &, y(0) Maus IO CPaBEEEED C p, KOTOPHIt BEOab EpHBOi (8.1) coxpaHseT IOCTOSH~
HHHA 3HAE.,

2 IlpmneneEmeM OTAX KPA@BHX 3a7a¥ X PEIIGHEI HeIHHEHHOIO WHTETPANBHOrO yPABHeHH:
BoubTeppa ® PeIIENHI ero MeTONOM IOCTEAOBATeILHHX NPHGINKOHHH, CM., HADPHMED, 4,



0 IABIEHHH IITACTHUECKOH CPEIH HA JKECTKHH ITITAMIL 3t

Beaex sa sram mo dopmymam (1.6) B Toft me obracrm momywmm:
.’E:.l(E, n 60)) y:J(ZJ Tl; 60) (57)
O6pamas ¢ysrnma (5.7) m Bemommmas (1.4), morywnm:

c=a(z, ¥; Op), =0 (@ 1; 6. (56.8)
1loxcrasms B (5.8) Qymrumm (3.1) sroxs MM, _,, morysmu’:
c=6%(0, 6, (0, <5 0 <0, (5.9}
Haree samermy, uro Tak Kax
. . 150 : ' 37
gn:-—glkx(eo) ~727+90—-|—%, E2I:GM*+60+—4:,

TO B3 PaBeHCTBA &, ==(, TOXyImM 3HaucHWe ¥ B mouxe N B BHje:
% L T 1
oyt =— g [ (0) — 3 (0] -+ (9) — (0, + 5+ 5 )-

Ilogcrasms 0, B (3.6) m (5.9), mouyuEmM ¢ m ¢ B sroff TOUKe, BCIASN B3aTeM
no opuynam (L.4) ompememmm ety Wy oy

Hposoxs xapaxrepmermrm &=, _, ®a mmcrax 1I, III = IV, mnomyumm
TeTHPeXIHCTHYIO 06aacTh, OGBELeHHYI0 Ha (PHUr. 8 COIOMEHMA IHHEAME.

Bocnoussosasmmer gopuymamn (5.7), merpymmo oroGpasmTH STy 06IACTS
Ha mIockoeTs 2y (¢dar. 7).

OcramopmMes Gomee moapo6EO Ha BOIPOCe® O IHHIAX pasphBa. B xomme § 1
MEl Y€ YKaSHBalH, 9T0 BIONH IHHEE paspBa A=—0.

Brmme 6muro mokasamo, uro or-

PeB0K XapPAKTOPHCTHKH (., by, H& #uo

aucre I mosepxmocrm £ coorser- 7

crByer . Touke M Ha mmockocTH Xy Yo Ky

(pmr. 9). p / P
ITosrony BROAL OTpeska p.; v - ] "

v=17 ()
(abcomoca Tourm M), a cmenosa- Hsy (8
TeapHO, mo dopmyxe (1.9) ma srom dur. 9

orpeske A = (0. Tarxmm oGpasom
Veq1 g EBIASTCA NB0CpaEeHHWEM IHHHH PasPHBy, KOTOPad HA INIOCKOCTH ZLYEBHI-
poxpaercs B Touky M.

Haxee paccmorpmm paspus B Touke M* (pmr. 10). Brme mm onpegemmim
N B TPEYTOUBHHEK® [iggflg by {ma amcre IV mmockocrm ¢p. CaemoBarennso, .

?

HaM HSBOCTH& 7, _, B TOUKE [, .

IIposomam ma amere IV xaparrTepmermry:

E:'t)4_'_1+375‘/2.
Ilepeceuesms: ee ¢ xapakrepmormkaMu =0, ; # B=f, _, AZagyT TOUKH
Vg, —g B Yy o OTPEBOE XaparTepHCTHEE i1, _,y _, Ha 1mcre IV mosepxmocrm &f -

coorBercTByer Touke JM* Ha IIOCKOCTH Y, MOBTOMY BIOIL HEI0 Z=—-—120
(aBenmeca Tourm JM¥),

!
y i) TP et ’ . . ®
1 Tousa M, _, onpemeusercs Kak OTOCPaKeHH®e TOUKH By, —1 TO Gopuyaax (5.7).
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IIpoBons ma amere V mpamyo (mpoxomamylo wepes Touxy Vg, —g)
p=(—3=x /2
W XapaxrepmeTaky P=(; ), HOIYIEM B IEPECETEHHH TOUKY [
amersr IV = V Bross P, —o g, _or
IIpoBona remeps pacoymmemma amaxormumo ToMy, KAk 5TO GHIAO CHOAAHO
BAsT OO;ACTe Ly, (hy; ey gy B {hyg Uy Py Ba THECTE |, MOKEHO OIPENENHETH 4, 7,

4 BCTeJ BaTeM W ¥ B NPAMOYLONBHHKS (1g _;Us oly _ofly —; B B TPEyTOILHHEE
Vs, _sls, _glky o TaE Kak =—3, BEOTL OTpe3Ka {eg, 1 P4,—y TO TO (popMyTe

w Craemy

"

(4
dur. 10

(1.9) ma orom orpesxe A=0. Tarxmm o6pasoM y, ., _, ABIgeTCH HBOGPAKEHHEM
NHEAA PABPEBA, KOTOpad HA [IOCKOCTH 2y BHpOomAaerca B moury M¥ (Hemm
9, =0, 0 B Togre M* paspmBa Her).

B crarse® C. A. XpmermamoBHY J0K&8ad, 9TO KO JHHHM pPaspHBa (QYHE-
nem (D.8) ozmosmauEE Bo Bcefl 06macTH, TZe OHH OIPeXeNOHE.

Tarmn o6pasom ¢ymermmm (D.8) B ofxacTax, rie OHEH OmpeAeseHH, KPOMe
rouer M m DM¥ omEOSHATHHL

Hanee, Bemomums (3.5) = (5.9), moxyaum dopmymy:

o, =12 () =S O)+F[26* (8, b)—1]  (B<HKO), (610

TARITYo pacOpeleleHHe HANDMACHHH BIONL IWHAE KOHTAKTA IOTAMIS H IACTH-
9eCKOH CpeNEHL.
B roure M
T ey , 3 5 P
[, y=—F [20,— 2t (0,) + =+ 2].

TTogcrasus (5.10) B (4.5), moNydYnM BEIHYHHY CHALI ) B BaBHCHMOCTH
or yraa 6, mam b (b =y (0,y)), XapaxTepHsyOmMuX rIyOHHY BIABIMBAHHS IITAMIA.

B sarmoueHme OTMETHM, UWTO peIIeEHe EPaeBHX 3aJad Iifd IEUePGOATISCKAX
ypasmeruf (1.7) m (1.8) Momxer GHTL IPH BEYHCIGHHAX IPOBELEHO C MOMOIIBIO
mpubrmxerEOro Merona Macco, IIEPOKO HCIOIB3YeMOTO B TIHXPO- ¥ TaBOBOM
ruEaMERax 4 Bl

IMocrynmaa B peparxmuo 4 VI 1940. HacTETyT MEXaHHEKH
Arapemrr Hayr CCCP.
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UBER DEN DRUCK EINES PLASTISCHEN KONTINUUMS AUF EINEM
HARTEN STEMPEL .

W. SOKOLOWSKY 4
(Zusammenfassung)

Beim Kindriicken eines harten Stempels erfihrt das Kontinuum schon
in seinem elastischen Zustande eine lokale Kniillung. Bei fortgesetztem KEin-
driicken entsteht nahe der Kontaktfliche eine plastische Zone.

Die vorliegende Arbeit liefert eine Li&sung des ebenen Problems der
Druckverteilung lings der Kontaktlinie eines plastischen Kontinuums und
eines eindringenden harten Stempels.

Eine lokale Kniillung des Kontinuums findet hereits in dessen elastischem
Zustande statt. Die plastischen Verschiebungen muss man sich iibrigens so klein
angedenken, dass sie demnach keine wesentliche Forminderung der die freie
Oberfliche des Kontinuums begrenzenden Kurve hervorrufen kinnen.

§ 4 betrachtet zunichst den Spezialfall eines von Geraden begrenzten
plastischen Kontinuums. Den Lauf der diesbeziiglichen Charakteristiken
(Fig. 4, 5, 6) finden wir bereits in der Arbeit von L. Prandtl .

Hier ersteht die Notwendigkeit einer Voraussetzung iiber die Reibung
zwischen der Oberfliche des Stempels und dem plastischen Kontinuum.

Wir betrachten drei Einzelfille, wo lings der Koutaktlinie

T, == 0, T, = — T == const, T, =0, tgp.

Fiir den glatten 7,—0 Stempel erhalten wir die Verteilung der Normal-
drucke lings der Kontaktlinie in der Formel (4.4) und ihre Resultierende p
in den Formeln (4.6) und (4.8) —fiir den runden Stempel.

Fiir den Stempel mit reibender Oberfliche, lings der r,——=, ist o,
lings der Kontaktlinie fiir den Fall (Fig. 5) durch die Formel (4.11), und die
Kraft p — durch die Formel (4.13) gegeben.

Fiir den Fall (Fig. 6) ist 5, gurch die Formeln (4.11) fiir den Abschnit
MA und dementsprechend (4.14) fiir den Abschnitt AM* gegeben.

OpAKIagaasd MATEMaTAKAa B MeXaHHKa, T. IV, Bum. 5—6
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Die Kraft ergibt sich aus den Formeln (4.15) und (4.16) (fiir den runden
Stempel).

Fiir den Stempel mit reibender Oberfliche, lings der t,=¢,tgy, ist s,
lings der Kontaktlinie fiir den Fall (Fig. 5) du1ch die Formel (4.20), und die
Kraft p—durch die Formel (4.21) gegeben.

Fiir den Fall (Fig. 6) erhalten wir ¢, aus den Formeln (4.20) und (4.22)

fir den Abschnitt M4, bezw. AJI“7 die Kraft p aber aus den Formeln (4.23).
Auf diese Weise erhalten wir die Kraftgrosse p durch den Winkel 6,
oder b (siehe I'ig. 4), welche die Eindruckungstiefe des Stempels bezeichnen.
Weiter in § b betrachten wir den Allgemeinfall eines plastisehen Konti-
nuums, dessen freie Oberfliche von einer beliebigen Kurve begrenzt wird
(Fig. 7). Dieser Fall kann hier in analoger Weise untersucht werden, wie es
bereits an anderer Stelle bei Losung der Probleme der Erddrucktheorie
geschah. Sh.% und . Ks wird eine Hiltfsebene EB mit beliebiger Funktion
7(P) in Betracht gezogen, in der das vierblitterice Bereich konstruiert wird,
Dieses Bereich ist auf der Fig. 8a oder in entwickelter Form Tig. 8% unter
Bezeichnung der einzelnen Blitter mittels rémischen Ziffern abgebildet.

Diese Blitter sind folgendermassen miteinandergeheftet: I und III lings
vgo g 11 und IIT liings poopg _; 111 und IV léngs pgop, . Die Aufgabe wird
also auf eine Konstruktion von Ldsungen hyperbolischer Gleichungen (1.7)
(1.8) in den Bereichen in der Ebene Z# in bestimmter Reihenfo]ge reduziert.

Innerhalb der Dreiecke . ou “ym und pge v 0_1‘ nach den Angaben

y =1
i Sric
von Cauchy lings pgopy; und pgep’_, _..
Innerhalb des Rechtecks ”10‘ 11 Uy thog Dach den Angaben lings zwei
Charakteristiken ., und py; vy
Im Dreieck iy, thy; g nach kombinierten Angaben lings der Charakteristik
- : i ' G L
Poolig; Und der Gteraden ., pg, Innerhalb des Rechteks pg _) g pig g _; Dach
: # . i i
Angaben lings zweier Charakteristiken g p, _, und pyy tye

Im Dreieck pgypy _,  _, nach kombinierten Angaben lings der Charakte-

g
_, und der Geraden . py _

Das vierblatterige Bereich in der Lbene 8 (Fig. 8a oder S8h) wird als ein
orthogonales krummliniges Netz von Charakteristiken (Fig. 7) auf der Ebene
xy abgebildet, wobei die Punkte M, den Punkten p., entsprechen und der
Punkt M* dem Punkte y, _; entspricht.

Die Strecke p.,; 1, entartet in der Kbene zy zum Punkt A

Das Rechteck P, —1 Peag Moy Mo, —1 entspricht dem krummlinigen Dreieck
M, _ MY, . ’

Auf solche Weise erhalten wir die Verteilung der Normalspannungen
lings der Kontaktlinie (5.10) und alsdann nach den Formeln (5.10) die
Kraft p.

Die Losung der Grenzprobleme fiir hyperbolische Gleichungen kénnte
bei numerischer Rechnung nach der Anniherungsmethode von Massau, welche
in der Hydro®™ und GasdynamikPl vielfach angewandt wird, ausgefiihrt
werden. ‘

ristik pu, g



