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1. Einleitung. In der vorliegenden Abhandlung wird ein Verfahren
zur Aufstellung der Knickbedingung fiir eine bestimmte Klasse von ebenen
Rahmentragwerken entwickelt. Dieses Verfahren ist zwar weniger umfassend
als das von R. v. Mises und J. Ratzersdorfer @ angegebene, ermoglicht
jedoch in den ihm zugiinglichen Fillen eine bequemere Aufstellung der Knick-
bedingung.

Das im folgenden dargestellte Verfahren wurde ausgearbeitet als Ueber-
tragung eines vom Verfasser ® angegebenen Verfahrens zur Aufstellung der
Frequenzgleichung eines ebenen Rahmentragwerks auf das mathematisch ver-
wandte Problem der Aufstellung der Knickbedingung. Erst nachtriiglich wurde
die Beziehung zu dem von H. Zimmermann® angegebenen Verfahren er-
kannt, als dessen Erweiterung das hier mitgeteilte angesehen werden kann.

2. Die Grundgleichung, Wir untersuchen die Knicksicherheit ¢ eines
urspriinglich geraden, prismatischen Stabes von der Linge [, der durch eine
axiale Druckkraft N beansprucht wird. Wir beziehen die Lage und die Ver-
schiebungen der Stabpunkte auf ein festes rechtwinkliges Koordinatensystem z, y,
dessen Ursprung mit einem der Stabendpunkte und dessen 2-Achse mit der
Stabachse zusammenfillt. Erfahren die Punkte der Stabachse unter dem Einfluss
der Druckkraft ¢N an der Knickgrenze unendlich kleine Auslenkungen = in
Richtung der y-Achse, so geniigt die Funktion 7 (z) bekanntlich der Differen-
tialgleichung

dtn eN d2 7

(1) ok B B

0,
in der E den Elastizititsmodul des Stabmaterials und I das Trigheitsmoment
des Stabquerschnitts in Bezug auf die zur «, y Ebene senkrechte Hauptschwer-
achse bedeuten.
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o N
2) r=gy

kann das allgemeine Integral dieser Differ entlalglelchuncr geschrieben werden
in der Form
(3) n=0a -+ bpx —+ ¢ cos px -+ d sin pz.

Aus (3) erhilt man mit

4) A=pl

fiir die unendlich kleinen Auslenkungen der Stabenden
®) - 2 (O)=a-+c,

6) n(l)=a-+br+4ccosr-+dsin),

fiir die unendlich kleinen Nelgunoen der Endtangenten der Biegelinie gegen
die z-Achse

(M 7' (Q)=p @+ d),
7 (Z):: (O—csinA—+4d cosd),
M l fiir die unendlich kleinen Biegemomente an
L(— ‘ den Stabenden (Vorzeichenfestsetzung ent-
sprechend Flg 1)

M (0)=— EI' (0)= EIp?e,
Fig. 1. (10) M) =— EI'({)=FIp®(c cos A+ d sin X)

und fiir die unendlich kleinen Querkriifte an den Stabenden (Vorzeichenfest-

setzung entsprechend Fig. 1)

(11) Q (0)=— EI" (0) — o N/ (0)=— EL D,
(12) Q()=— EL" () — N/ (I) = — EIp*b.

Zur Kennzeichnung der Art der Lagerung der Stabenden fithren wir die
folgenden Hilfsgrossen ein:

U MO VM1
(13) eO)=—"5 ((g)), s — Ng),
. 2T QO 2UQQ
(14) fo=—-"52, ro=—279,
WO
E l
(15) V=

ist. Die Grossen e konnen als Einspannungskoeffizienten, die Grossen f als Stiit-
zungskoeffizienten bezeichnet werden. Bei starr eingespanntem Stabende ist
e= o0, bei frei drehbarem Stabende e¢=0. Bei in y-Richtung nicht verschieb-
lichem Stabende ist f==co, bei in dieser Richtung frei verschieblichem Stab-
ende [=0. Bei elastischer Einspannung gibt e ein Mass fiir die Elastizitdt
der Einspannung, bei elastischer Stiitzung f ein Mass fiir die Elastizitit der

L1

¥ |
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Stiitzung. Durch Angabe der Werte der Einspannungs- und Stiitzungskoeffi-
zienten fiir die beiden Stabenden ist die Art der Lagerung eines Stabes in eindeu-
tiger Weise gekennzeichuat.

Fiihrt man in die Definitionsgleichung (13) und (14) der Einspannungs-
und Stiitzungskoeffizienten die Ausdriicke (b) bis (12) fiir Auslenkungen, Tan-
gentenneigungen, Biegemomente und Querkrifte an den Stabenden ein, so
erhilt man vier in den Integrationskonstanten a, b, ¢, d homogene lineare Glei-
chungen. Die Integrationskonstanten kénnen nur dann nicht simtlich verschwin-
«den, d. h. die- Stabachse kann nur dann eine mit der z-Achse nicht zusammen-
fallende Gleichgewichtslage annehmen, wenn die Koeffizientendeterminante
dieser vier Gleichungen in @, b, ¢, d verschwindet. Man erhélt so fiir den beider-
seits elastisch eingespannten und elastisch gestiitzten Stab mit den Einspannungs-

offizienten ¢(0), ¢(l) und den Stiitzungskoeffizienten f(0), f(I) die Knickbe-

«dingung
¢(0)f (0) { 55 (2 cos A+ sin A — 2)e()f (1) —e@sink 4

o, 5 (sin A — 2 cos ) f @)+ cosn } +6(0) 1 e@f Dsinr—cos A f (Y b+

+£(0){ 35 (hcosA—sin ) e () f () — e (I) cos A+ f (1) sin)\—lsin)\}+

+e(M)f(l)cosh+Af(l)sinx=0.

Wir werden die Gleichung (16) im folgenden als Grundgleichung bezeichnen.
Sie enthdlt unter anderem die Knickbedingungen fiir die bekannten vier Fille
des eingespannt-freien, des gelenkig-gelenkig gestiitzten, des eingespannt-gelen-
kig gestiitzten und des eingespannt-eingespannten Stabes. Fiir den bei z=0
eingespannten, bei z==I[ freien Stab ist z. B. ¢(0)= o0, f(0O)=c0, e()=0,
f()=0. In der Grundgleichung (16) ist daher nur dasjenige Glied zu bertick-
gichtigen, welches ¢(0) und f(0), nicht aber e(?) und f(l) als Faktoren besitzt. Man

erhilt so als Knickbedingung cosa=0. Aus l:g— ergibt sich unter Beriick-
sichtigung von (2), (4) und (15) die Knicksicherheit des eingespannt-freien Sta-
bes zu :
LT A2 . 2
= T’

Bei der Aufstellung der Knickbedingung eines ebenen Rahmentragwerkes,
welches neben auf Druck beanspruchten Stiben auch von Axialkriften freie
oder auf Zug beanspruchte Stibe enthilt, benstigen wir die Formen, welche die
QGrundgleichung (16) fiir N=0 oder fiir ¥ <0 annimmt. Fiir einen von Axial- )
kriften freien Stab (A =0) gilt

O fO){—175¢QfQ—e@+5fD+1}+e@ e fO—f D+

{17) , _
O {—FeDfO—e®+fD }-+-eOf Q=0

TprEZa)EAE MATOMATHEZ B MEXAHMER, T. I . 2
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und fiir einen auf Zug beanspruchten Stab (A =iy) gilt
. 1 . 1 1
e(O)f (0) {?Ii (2chp—pshp—2) =8 ()sh p.—l—ﬁ(y. chp. —

—shp)f @)+ ch y.}+e(o;>{-i—e(1)fa)shy.— feh p }—+

(18)
—+f(0) {55 (shp—pchp)e)f ()—e(l)ch y.+%f(l) shp. <+

—+p.shu }+0 DOfMehp-—uf()shp=0.
3. Die reine Rahmenknickung ebener Tragwerke. In der vorliegendem
Abhandlung beschréinken wir uns auf die Untersuchung des von R. v.
Mises(® als reine Rahmenknickung bezeichneten Knickvorgangs, bei wel-
chem der Abstand zweier durch einen Stab miteinander verbundenen Rah-
menknoten sich nur @ndert um Betrige, die unendlich klein sind im Verh#ltnis
zu den Durchbiegungen = Die Erweiterung des hier mitgeteilten Verfahrens
auf den Fall der allgemeinen Stabwerkknickung soll einer spiteren Versffent-
lichung vorbehalten bleiben. Die Beriicksichtigung der Lingeninderungen der
Rahmenstibe bei der Aufstellung der Knickbedingung kann in dhnlicher Weise
erfolgen wie die Beriicksichtigung der Lingsschwingungen bei dem vom Ver-
fasser ® angegebenen Verfahren zur Aufstellung der Frequenzgleichung eines
ebenen Rahmentragwerks.!

Die verschiedenen Arten der Verbindung eines Rahmenstabes mit an-
schliessenden Stiben oder mit dem Fundament lassen sich in drei Gruppen ein-
teilen. Zur ersten Gruppe zihlen wir diejenigen Verbindungen, bei denen sowohl
die Einspannungskoeffizienten als auch die Stiitzungskoeffizienten der dort zusam-
mentreffenden Stabenden unmittelbar angegeben werden konnen. Zu dieser
Gruppe gehoren alle Arten der Verbindung eines Stabes mit dem KFundament.
und Verbindungen, welche auf der Symmetrieachse eines symmetrischen Systems
liegen. Die wichtigsten Fille dieser Gruppe sind: starre Einspannung des Staben-
des im Fundament (¢= o, f= ), gelenkige Lagerung des Stabendes am Fun-
dament (¢=0, f= ), freies Stabende (¢=0, f=0), Zwischenlager auf Sym-
metrieachse (bei symmetrischer Knickform e= oo, f== 00, bei gegensymmetri-
scher Knickform e=0, f= ), biegesteife, nicht unterstiitzte Verbindung zweier
Stabenden auf der Symmetrieachse (bei symmetrischer Knickform e= oo, f=0,
bei gegensymmetrischer Knickform e=0), f= co).

' Zur zweiten Gruppe zihlen wir diejenigen Verbindungen, bei welchen
entweder die Einspannungskoeffizienten oder die Stiitzungskoeffizienten der dort
miteinander verbundenen Stabenden unmittelbar angegeben werden konnen.
Zwischen den nicht unmittelbar angebbaren Koeffizienten der miteinander ver-
bundenen Stabenden besteht an einer Verbindung der zweiten Art eine Bezie-
hung, die wir im folgenden als Uebergangsgleichung bezeichnen wollen. Die

1 Wie der Einfluss der Lingsschwingungen auf die Eigenfrequenzen eines Rahmentrag-
werks, so ist auch der Einfluss der Lingeninderungen der Rahmenstibe auf die Knicksicher-
heit nur dann klein, wenn die Stdbe sehr schlank sind.
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wichtigsten Fille dieser Gruppe sind in Tabelle 1 zusammengestellt. Da die
Vorzeichen der Koeffizienten ¢ und f von der Wahl der positiven Richtungen
der Koordinatenachsen abhingen, sind diese Richtungen in den Abbildungen
der Tabelle 1 durch Pfeile angegeben.

Tabelle 1
Verbindungen zweiter Art
Verbindung Bekannte Koeffizienten Ubergangsgleichung
Zwischenlager
e . —
; e e
. poime | =)
[ r &
e f
Gerbergelenk f
b
— O q=ep=0 (z z')l (zz z'),

Unverschieblicher Rahmenknoten

Zur dritten Gruppe schliesslich zihlen wir diejenigen Verbindungen, bei
welchen zum mindesten fiir eines der dort miteinander verbundenen Stabenden
weder der Einspannungs- noch der Stiitzungskoeffizient unmittelbar angegeben
werden kann.

‘Wir betrachten nun ein aus s Stiben bestehendes ebenes Rahmentragwerk,
von dem wir voraussetzen wollen, dass es weder Verbindungen der dritten Art
noch ein geschlossenes Stabpolygon enthilt. Von diesen beiden Voraussetzun-
gen ist nur die zweite durch die Natur des hier entwickelten Verfahrens bedingt.
Die erste lasst sich vermeiden durch eine Erweiterung des Verfahrens, wie sie
in #@hnlicher Weise F. W. Waltking® fiir das vom Verfasser® angegebene
Verfahren zur Aufstellung der Frequenzgleichung ebener Rahmentragwerke

2*
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vorgeschlagen hat. Diese Krweiterung soll zusammen mit der Anwendung des
Verfahrens auf die allgemeine Stabwerkknickung in einer spiteren Veroffentli-
chung dargestellt werden. Auf Tragwerke, welche geschlossene Stabpolygone
enthalten, ldsst sich dagegen sowohl das hier dargestellte als auch das erwei-
terte Verfahren nur dann anwenden, wenn Symmetrieeigenschaften es erlauben
anstelle des ganzen Tragwerks einen Teil zu untersuchen, der kein geschlosse-
nes Stabpolygon enthilt.

Bezeichnet k, die Anzahl der n-stibigen Knotenpunkte des betrachteten
Tragwerks, so gilt
(19) 95— E nk,,.

Den s Tragwerkstiben entsprechen 4s Koeffizienten ¢ und f. Die k, einsti-
bigen Knoten sind Knoten, in denen das Tragwerk mit dem Fundament ver-
bunden ist, oder freie Stabenden, dort ist sowohl e wie f bekannt. An den iibri-
gen Knoten sind von den miteinander verbundenen Stabenden entweder die
Koeffizienten e oder die f bekannt, da wir annehmen, dass das Stabwerk keine
Verbindungen der dritten Art enthdlt. Somit konnen von den 4s Koeffizien-
ten nur

(20) u=4s—k — E oy =25 —

nicht unmittelbar angegeben werden.

Fiir jeden Stab steht nun eine Grundgleichung und fiir jeden Knoten mit
Ausnahme der einstibigen eine Ubergangsgleichung zur Verfiigung, im gan-
zen also

(1) v=s—F +S k,

Gleichungen. Da nach Voraussetzung das Tragwerk kein geschlossenes Stabpo-
lygon enthilt, gilt ,
W
{22) :.\a ky=s-+1.
Aus (20), (21), (22) ergibt sich
(23) v=u-+1,

d. h. aus den Gleichungen kiénnen die v Unbekannten eliminiert werden. Das
Eliminationsergebnis ist die gesuchte Knickbedingung.?

1 Wir sind nunmehr in der Lage, das Verhiltnis unseres Verfahrens zu dem Zimmer-
m ann’schen 3 darzulegen. Wabrend unseren Einspannungskoeffizienten die Zimme r-
m ann’schen Spannziffern entsprechen, findet sich bei Zimmermann kein Gegenstiick zu
unseren Stiitzungskoeffizienten. Die von Zimmermann an Stelle unserer Grundgleichung
benutzte Beziehung entspricht der Gleichung, welche aus unserer Grundgleichung durch Ein-
fisthren von f(0)=f(l)=co hervorgeht. Sieht man von symmetrischen Tragwerken ab, so sind
sowohl dem Z imm e rm an n’schen wie auch dem hier dargestellten Verfahren nur Tragwerke
zuginglich, welche kein geschlossenes Stabpolygon enthalten.

Dariiberhinaus werden die unserem Verfahren zuginglichen Tragwerke noch eingeschrinkt
durch die Bedingung, dass sie keine Verbindungen der dritten Art enthalten diirfen.

Die dem Zimmermann’schen Verfahren zuginglichen Tragwerke dagegen werden
eingeschriankt durch die wesentlich engere Bedingung, dass an allen Knoten die Verschiebun-
gen der dort miteinander verbundenen Stabenden verschwinden miissen (f = o).
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4. Beispiele. a) Es soll die Knickbedingung fiir das in Fig. 2 dargestellte Trag-
werk aufgestellt werden. Zur Unterscheidung der den verschiedenen Stiben ent-
sprechenden Grossen U, 2, ¢, f verwenden wir Indizes, welche denin Fig. 2 den
Stablingen beigegebenen Indizes entsprechen.

Unmittelbar angegeben werden kénnen die folgen- | f Ll _’L_ p
den Koeffizienten: S Y¥
6, (0)=0, f,(0)=o0, f,(},)= oo; !

[(0)=c0, 6,(L)=0, f,(l)=0;
WO)= o0, fo(O)=c0, fyl)=co. - il
Mit diesen Werten nehmen die Grundglei--

chungen (16) und (17) fiir die drei Stibe die fol-
genden Formen an:

Fig. 2.

1 . i o
57 (N cosd —sindy) e (1) —+ 3, sin =0,

e, (0) cos Ay — Ay 8in A, =0,
1 1
— 713 €y (ZB)H—?:O.

Setzt man die aus diesen (leichungen sich ergebenden Werte fiir ¢ ({;),
e, 1), e;(1y) in die Ubergangsgleichung
1 1 1
Br e () — o7 (0)"‘1;7 & () =0

ein, so erhilt man die Knickbedingung
1 A2 sin A T 4

L ‘I‘ \ R cossl)\l—slin)\;+l?7“~’tg)\2* l?:O'
“‘ b) Es soll die Knickbedingung fiir das
’ \ gegensymmetrische Ausknicken des in Fig. 3
\ dargestellten Dreieckrahmens aufgestellt wer-
/ 19 \> den, dessen einander gleichen Stibe durch
g oS \‘: gleichgrosse Druckkrifte IV ::/1—% beansprucht
V E';JN werden. Aus Symmetriegriinden kann man
' sich auf die Betrachtung der einen Rahmen-
Fig. 8. hilfte beschrinken, wodurch das Tragwerk

unserem Verfahren zuginglich wird. Es ist

& (0):0) fl (0):°°) fl (ll): ©0;
fpQ)=00, 6)=0, f(I)=c.

Die Grundgleichungen lauten

1
e (A coshy—sin ) ¢ (I)—+ }\l sin A, =0,
1.
1
— g (A; cos A, — 8in 2y) €, (0) —e—}\l—s sin =0,
und die Ubergangsgleichung ist

1 1
s (b)— 0, (0)=0.
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Mit 2=2%,=22; und /=2l nimmt die Knickbedingung die Form an

sin —

sin A 2 i
A cos A—sin A T

)
Xcos§—2sm§

oder
l(ctgl—l-ctg%):' :

Aus der kleinsten Wurzel A=1.23% dieser Gleichung ergibt sich die Knick-
sicherheit des Dreieckrahmens zu

2 __1Blm
l =T
Bl oy [ 1P
2 Pt sl
{_,'.: ........ o= :,‘ d. h. die Knicksicherheit des Rahmens iibertrifft
/ /  diejenige des einzelnen beiderseits gelenkig gela-

r / gert gedachten Rahmenstabs um 51°/,. Der Ver-
o ! gleich der obigen kurzen Rechnung mit der im

/ ! Zimmermann’schen Buch® auf S. 63 ff. wiederge-

K L gebenen lisst die Uberlegenheit des hier mitge-
=3 teilten Verfahrens erkennen.

Fig. 4. c¢) Es soll die Knickbedingung fiir das in

Fig. 4 dargestellte symmetrische Tragwerk unter
Annahme gegensymmetrischer Knickform aufgestellt werden. Es kénnen unmit-
telbar angegeben werden die Koeffizienten

€ (0): ©, f1(0)= 00}
0= o0, 6@)=(0) ()=,

Die Gleichgewichtsbedingung fiir die auf den Riegel iibertragenen Hori-
zontalkriifte liefert unter Beriicksichtigung der Symmetrieverhiltnisse @, (,)==0,
also f; I,)=0. Die Grundgleichungen lauten somit

-—%el (1) sin A, +cos A, =0,
560)+1=0.

Durch Einsetzung der aus diesen Gleichungen folgenden Werte von e, (I,) und
¢,(0) in die Ubergangsgleichung

¥ %
ll—,el(ll)—-l—;ez(())=0

erbilt man die Knickbedingung:

3’
7\1 Ctgll—l—l—;,:()
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YCTOMIHNBOCTh MIOCKMX PAMHEIX CHCTEM

B. IIPATEP

(MaremaTuveckulft mHCPATYT YHEBepcHTera B McrauGyie)

1. Brepenne. B macroameil paGore paspaGoras MeTO] YCTAHOBISHHS YCIOBHA
YCTOHUHBOCTH JJIA ONPENeNeHHOTO KIACCA ILIOCKHX PAMHEIX CHCTOM. OTOT METOJ
XOTA W ABIAETCA MeHee OOBEMIIONIHM, deM IIpHeM, IpejuomerHbit P, Mm3se-
com m M. Parmepcemopdepom® oxmako, B MOXXONANIHX CIAYIAAX OH 06xa-
TaerT GOILINEME YXOGCTBAMU IIPH YOTAHOBICHHW YCIOBHA yCTORTHBOCTH.

HsxaraeMerii Humxe Meroy GHII HOXYTEH XYTeM IOPOHECOHHEA METOAA, IPeiIo-
JKeHHOTO aBTOPOM ) A COCTABIEHMS YACMOMHNOW YPUSHeHUs NIS ILIOCKOR pammOILT
CHCTeMEl, B 001aCTh MATeMATHICCKH POJCTBEHHOIT ITPOGIEMBI YCMAHOBACHUR YCAOBUA
YCMOTUUBOCIU 04K PAMHIEL CUCRENM.

Jlmme BoOcKemcTBHE GHIJIA YCTAHOBIEOHA CBSBL METOXA aBTOpa ¢ MeTOJOM,
mpemiaomennsM L', ITunmepmanom,® Tak 410 mepsoil MOKeT PACCMATPHBATECH
KAK PasBHTHE IIOCIEIHETO.

2. OcmoBHoe ypasHemme. Hcexenyem koapummenr samaca yeroH4mBOCTH 6
[IePBOHATAILHO IPAMOrO, IPIBMATHYECKOro Opycka IIHEOI [, KOTOPHHE moxBep-
raerca HxeficrBumio cxumaromeil cmier N, neficrByromeit Bxoms ocm. Mer orEOCHM
MOJOKeHHe M CMeINeHHA TOYeK OPYyCKa K HEHSMeHHON NpaMOyrouabHOIl cmereMe
ROOPRUHAT 7, §, HAUAIO KOTOPOil coBmajzaer ¢ OIHAM H8 KOHOOB OpyCKa, a OChH
HAIPaBIeHa 0 ocH Gpyca. Bexn Toukm ocm Gpycka moxydaioT Ha TPAHHIE IOTEPI
yerofiamBocTE OK BaungAmeM cxmMaoimmedl cmisl 6N GeCKOHOUHO Majke OTEIOHE-
HYS 71 B HAIPABIOHHH OCH ¥, TO PYHENRA 7 (¥), KAK H3BECTHO, y0BIeTBOpaeT xudde-
PeHIHAILHOMY Y PaBHEHHIO

din eN d2n

T T E a0 )



