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MEJIKME 3AMETKH

K BOMPOCY OB YCTOWYUBOCTH JIBUXEHUS
B. M. [llenenes! (Mocwsa)

Kax wu3BecTHO, BONPOC 06 YCTOHYMBOCTH JABHXKEHUS JHHAMHYECKOH CHCTEMBI
€ IBYyMs CTENeHAMH CBOGOJIEI, IpPH JIOBOJBHO OOUIMX YCIOBHAX, CBOIUTCA K BO-
Ipocy 06 OrpaHHYEeHHOCTH, NMPH BCEX 3HAYEHHAX X > 0, HHTErPajoB CJAENYIOLIETO
.JIMHEHHOro IxbepeHLMalbHOr0 ypaBHEHHUS:

a2
—& +p (9 y=0, (1)

rae p(x) ectb 3agaHHasg GyHKUMs HEe3aBUCUMOR mnepeMeHHOH X, oONpelejeHHas
ApH BCeX 3HayeHHaX x > 0.

B Hacrosilled 3aMeTKe MBI NOK43bIBAEM, YTO MHTErpajsl ypaBHenus (1) 6yayT
orpaHuyeHbl, ecan (QyHkuus p (x) 6GyAeT YAOBIETBOPATb CAEAYIOLIUM ABYM YCJO-
Busim: 1) 0 < @> L p(x), rne a—monoxMTe/NbHAs KOHCTaHTa, M 2) p (x) ecTh
¢yHKuHs ¢ OrpAHMYEHHBIM H3MeHeHHeM HpH x >0, T. e. CyLlecTByer IOJO-
JKUTeNbHAss KOHCTaHTa A, Takadg, 4ro IId mo6o# cuCTeMbl 3HayeHHH X,
0<x < xp<...< x,, GyneMm uMeTh:

n—1
D lp(x )—pE) < M2
d5=i &

Kpome Toro, B KOHIe 3aMeTKM MBI Ra>M TeOMETDHUECKHH npuUeM IJs TIO-
cTpoeHnss QyHKUHH p (X), yHOBJETBODSIOUIMX IePBOMY M3 OTMEYEHHBIX YCIOBHH,
HO JUIi KOTODHIX MHTerpadel ypasHeHus (1) He OyAyT orpaHHYEeHEI.

1. Bcnomozamensroie npedaoxcerus. BeIBOX MpH3HAKA YCTrORYMBOCTH M KOH-
CTPYKLMS IIpAMePa OCHOBAHBI HA JBYX 3/EMEHTAPHBIX JIeMMaX, C JOKa3aTeJlbCTBA
KOTOPHIX Mbl XU HAYHEM. i

1 Msnaraemble HUWKE pe3yabTaThl GbIIH Mosy4yeHbl coBMecTHO ¢ M. A, JlaBpeHTbeEBbIM.

2 9toT KpHTepHi gBAserca obobuieHHeM KpuTepus, pamuoro H. E. Xykosckum
(Matematuueckuit cGopnuk, T. 14, Bom. 3, crp. 588, 1898). H. E. XXykoscku#t mnoxasan,
YyTO HHTErpaibl ypaBHeHus (1) GyAyT OrpaHHuyeHbl, eclu ¢YHKuMs p (x) 6yJeT yNOBJIETBO-
psTb  CAENyIOIMM ABYM ycaosuaM: 1) p(x) > a?, 2) p(x) upx x >0 uMeeT KOHEUHOE
YHCHO MAKCHMYMOB M MHHHUMYMOB. Haw pesysnbraT Obln 10N0KeH Ha 3acenaHuu MOCKOB-
ckoro HUW matemaruku M Mexanuku B sitnsape 1927 r.
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Jlemma 1. Ilycre dyakuus p(x) onpenensieTcss CAERYIOILMMH YCAOBHIMH:

p(x)=a? mpH x0<x<x0—l—2ﬁ—a
™ (1 1
p(x)=102 npu xo*—g<x<xo+?(—a—+7)=xn

THe X;, @ M O TPOM3BOJLHHE MOMOXKHUTEbHbIE yicaa. O603HaunM yepes y =y (x)
muTerpan ypasHenus (1), YLOBJIETBOPAIOMIMHA CHEAYIOIIMM HAYaJbHBIM YCIOBHSM:

Y{(xg)=0 Yy (x0)=~¢.

[Tpu 31HX 0603HAYeHHAX OyNeM HMETh:

b
y(x)=0, y (xl):_jk
k
Max [y — 4L

T <T < Ty

lloxaszameascmso. He Hapymas OGLIHOCTH De3yJbTaTd, OUYEBHIHO MOXEM
TunTaTh X, =0; TOrga Nnoay4um:

® (1 1
& e (7 +7)-
M3syyaeMplil MHTerpan HpuMeT BHI:

B
y(x):;smax npuy 0 Lx L —

k T T
y(x):-;cosb(x——Q—a—) npH %a <x L x.

Orcropa:

LI : b
Ylo) = cos =0, y(x)=—k

Max Iy(x)l=ly( ; )’='%‘-.

<T@y a

Jlemma 2. Ilycte dyHkmus p(xX) ectb (DYyHKUMA C OTFPaHMYEHHBIM H3Me-
HeHHEM; IYCTb KPOMe TOro:
a2 L p(x) < b 2)
OGo3naunm uepes y = y(x) uHTerpan ypasueHus (1), yXOBJIeTBOPAIOWKA Hauasb-
HBIM YCIOBHSAM:
Y(H)=0 n y(x)=*r

Hycts %y > x, ecTb KOpeHb ypaBHeHH y(x)=0, cIexylOuyi 32 KOpHEM X,.
Tlpn sTHX ycnoBuAX uMeeM:

k
'—b—|<x Max ly(x)|<'—/;—', 3)
Y @] < - J4]. @

10 3ak. 926. IpuknazHas MaTeMaTuka U Mex., T. III, B. 1.
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lorazameascmso. Haunem c nokasaTenbcTBa HepaBeHcTBa (3). [as stok
Leayu BBelIeM JBa BCIIOMOTATeJbHbIX AM(EPEHIMANBHEIX yDPaBHEHUS:

y -ty =
V' 482y =0

W MOCTPOWM JUIA KAXJOTO M3 HUX WHTErpaJ, YHOBJETBODSIOUMHA TEM Ke HAvaib-
HEIM YCJIOBMSM, KOTODHIM YIOBJETBODSAET H3yuyaeMbilt uHTErpal y ==y (x).
Mckombie uHTerpasisl 6yayT COOTBETCTBEHHO:

= g— sin a (x — x,) (3)

y:%sinb(x—xo). (6)

B cuny ycnosus (2) W M3BECTHBIX CBOHCTB OZHODOAHBIX JiMHEHHBIX ypDaBHE-
HUH BTOPOro MOpsSAKa, KpuBas y==y(X) Npu X, <  x <_ x, Oyner mnpHHALIEKATD
ofnacTu, orpaHHueHHOH KpuBO# (5) M ocwlo x-0B. OTcroga, 3ameuas, 4to

§ . |
~sina (x —xp) | < e

1oJyyaeM NpaByl0 Hacrb HepaBeHCTBA (3).
e
AnanornyHo, kpusag (6) npu x, < x < xo—}—7 6yaer NpUHALIENKATH OO-

JACTH, OTPAHHYEHHOH KpuBO# y = y(x) u oceio x-oB. OTciona ToxyyaeM JeByio
yacTh HepaBeHCTBa (3).
3ameTHM, 4TO HePABEHCTBO (3) PACMpPOCTpPaHAETCA TAKXKe HA Cayual, Korma
X, Oyner KopHeM ypaBHeHHs Y (x) =0, NPENWECTBYIOMUM KOPHIO X, B 3TOM
C/lyyae HEPaBEHCTBO (3) mpHUMeT BHUI
k| ‘ | &|
— < Max y(x) < =k
b o <Le e

(3"
&y

ﬂepeﬂﬂem K N10K434aTeJbCTBY HEPABEHCTBA (4). ﬂOHYCTHM OT MPOTHBHOTO,
4yTo

o b
Y D> 28

HO B TAKOM Cayuyae, NDUMEHAs K HHTerpaay y ==y (X) JeByl0 4acTb HEepPaBeHCTBa
(3"), moayumnm:
. s b %]
Max |y(x)|>— +« — k| > —
Ty <o Lmey ! b 2 : a’
4TO NPOTHBOPEUUT BTOPOH YacTH HepaseHCTea (3).
2. Kpumepuii ycmottusocmu. Tlpusenen eme pas QOpPMYJUPOBKY KpPHTEDHS.
Teopewma. Ecin dyHknus p(x) ecTb QYHKIHS C OrPAHHYEHHBIM H3MEHE-
HHeM Ha iBCeH UOJOXKMTEJIBHOH noNyocH M ecad p(x) > a? >0, TO BCe HHTe-
rpaib ypaBHeHus (1) mpu x >0 orpanuvens.
Lorazamenrscmso. Ilycth y = y(x) ecTh NIPOM3BOJAbHBIA HHTErpajx ypasHe-
uHua (1) m nycTs
Koy Xy Koy veny X,y 00 0)
roe
0Ly <xp<lo..<Cx, <...,
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CYTh BCE HYJIM 3TOro uHrerpana npu x > 0. ITomoxum:

0 ;
i st min p(x)
Ty 1 =TLT,
b2 Max p(x).
ryog<r<Ey,

M3 ycaosuit Teopemsl umeem: a, >a (n=1,2,3,...).
Tak xak mo ycaoBuio p(x) ecTh (PYHKIHS C OrpaHUYeHHBIM nsmeHeHneM Ha

BCel MOMOXKHTENbHON TOJNYOCH, TO OTCHJAa CJAeAyeT, 4YTO DA V (b ¥—a,

7L. 1
€CTh psaj CXOnsuuica:

}‘ (6,2—a,?) << co. : (5)

n *1

[Toxaxem Temeps, uTO uMc/IOBas mocaenoBareannocts |y (x,)| orpannuena.
B camom jene, B CHIy JeMMbl 2 HMeeMm:

b
Y )< (2, 9]

n
CnenoparenbHo, monaras |y’ (xp)| = &, momyumm:
b, b,

b
Lh— v — ... .
RIS e a

IJTHUM caMblM HAlua 3agayda IIPHUBOANTCS K HOKa3aTeJb(TBY CXOJHMMOCTH OecKoHey-
HOTO TIDOW3BEECHHUS:

QO

=10 [+25)

n—1 n=1

HIH, YTO TO 2Ke CcaMoe, K INOKa3aTeJbCTBY CXOAMMOCTH psaa:

o0
N 2y,
dad a :

=1 B

B cuay HepaseHcTB @, >a v (5) noxyyaem

\11) _y b,>—a,’ <_1;). V(b“-—(l-)<rn

@, b, —»a a?
/;—.—,1 a, N

Orciofa, NpHHEMAs BO BHUMaHHe (5), B3aKMOYAEM, YIO CYLECTBYET KOH-
cranta K, ans xortopoH mpu mobom n(n==1, 2, 3,...) nmeem:

Y ()< K

HO B TaKOM clyuae, HpHMeHsis HepaBeHcTBO (3) seMmbl 2, npu Jo6oM n Gyiem
HMeTh:

Max  |y(x) - i =M,
Ly ST Py | a )
9. T. I
3. [pumep wneycmoiivugocmu. B TPUBENEHHOM KDUTEPHH YCTOHYMBOCTH Mbl
HMeeM JBa YCJIOBHS CYLIECTBEHHO Da3/IHYHON NMPHUpOmbl: 1) p(x) > a? u 2) yuHk-
nust p(x) ectb QyHKUMA C OrpaHHueHHbIM H3MeHeHHeM. OTCI0IA eCTEeCTBEHHO BO3-

10% .
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HUKAeT BOINPOC: HeNb3sl JIM, He Hapyliasl pesyibTaTa, ONHO M3 OTMEUYEHHBIX YCJIOBHH
3aMEHHUTb YCIOBMeM MeHee KecTkuM? JIns mepuomuueckux p (x) JlanyHOB mokasad,
4TO [epBOro ! ycnoBus MAs YCTOMUYMBOCTH He HOCTATOYHO. MEl cefiuac mpHBemem
npumep yHkuun p (x), CcTpemsuieHcs, NPH HEOTDAHHYEHHOM BO3PACTAHUH X,
K onpefeneHHOMY INpeneny, GyHKOMH, I KOTOPOH uHTerpanbl ypaBHeHus (1)
6ynyT HeOrpaHHUYEHbI, 2
Jasg sTo# uenn NMOCTPOMM INOCHEAOBATENBHOCTh UYMCEN
Xo=0, X, X5, X3, ..., X

ny c ey

onpeneseHHbX CAeAyONHM YCJIOBHEM!:

xn=xn71+%(l +n—§n—1)

TTonoxum:

b1y

p(x)=1 npu xn_1<x<xn_1-{—?

1 T v
pxy=1+4—- mpn x, o <x<',

U mokaxeM, 4TO p(x) ecTb HUcKoMaa ¢yHxuus. B caMom jene, KaxaOMy M3 JIBYX
OTMeUYeHHNX BHIe ycaoBuil (p (x) > a? limp(x)==a2) nocTpoeHHas QyHKuus
ynosiersopsieT. Ham ocraercs mokasath, 4TO MHpH NMOCTPOEHHOH GyHKIMH p (x)
ypaBHenye (1) MMeeT HeorpaHWUYeHHHH HHTerpald. PaccMOTDHM HHTErpalbHYI0 KDH-
By y == y(X), BBIXOAALIY M3 Hauama KoopmuHar. Ilycts 3’ (0)=4% >0, B Ta-
KOM ciyuae, IpPUMeHss JeMMy 1, mosy4yum:

Iy’(xn)l=kﬁ(l+%)

Max ]y(x)[:kﬁ(l—]—%{).

Tn ST <Tnt1 =

Tak Kaxk mpaBasi 4acTh IOCAENHEr0 DaBEeHCTBA [PH #, CTpemsmleMcd B bec-
KOHEUYHOCThb, CTPEMHUTCS TOXKe B GeCKOHEUHOCTh, TO OTCIOA 3aKJIH04aeM, 4TO pac-
CMaTpUBAeMHH HHTErpaJ He OTpaHHYEH.

IIpuBeneHubi#t Hamu npumep GyHKuMM p (X) MOMKET IOKA3aThCs HECKOIbKO
MCKYCCTBEHHBIM; 3aMETHM, YTO, HECYIECTBEHHO MeHssl JAHHYIO BBIIlE KOHCTDYK-
LHMI0, MOXHO IIOCTPOUTb GYHKUMIO p(X), QHATUTHYECKYI0 BAOJb HeHCTBUTENb-
HOM OCH, yHOBJETBODSIOLIYI0 KAXIAOMY M3 YCHOBHE p (x) > a2 u lim p(x) = a2,
$yHKIMIO, AAT KOTODOW MHTerpaiml ypasHeHus (1) Takke He 6YAyT OrpaHHUYEHHI.

CToNb 2Ke 31eMEHTAaDHLIMH KOHCTDYKUMAMH MOXKHO ITOKa3aTh, YTO HEBO3-
MOXHO TaKKe CYIUeCTBEHHO OCnabuTh mepsoe yciaosue (p (x) > a?).

Mocrymuna 1. 1l 1934.

1 O6mas 3apaua o6 ycrofumBocTH ABMeHMd, crp. 189, XapbkoB 1892,
2 B uutupoBanHo#t Ha ctp. 144 pa6ore H. E. XyxoBckuit Bhickasan y BepeHHOCTb
B TOM, YTO IIPH 3THX YCJAOBHAX MHTErpainl OyAyT Bceria OrpaHHuYeHHl.
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ZUR FRAGE DER STABILITAT DER BEWEGUNG
Zusammenfassung

V. M. Chepeleff (Moskan)

Wie bekannt, ldsst sich die Frage der Stabilitdt der Trajektorie der Bewe-
gung eines dynamischen Systems mit zwei Freiheitsgraden bei geniigend allge-
meinen Bedingungen auf die Frage zuriickfiihren ob die Integrale folgender
linearen Differentialgleichung fiir alle Werte @ > 0 beschrinkt bleiben:

4 px)y=0 (1)

wobei p(x) eine vorgegebene fiir alle Werte x >0 definierte Funklion der
unabhdngigen Verdnderlichen x ist. .
In dieser Note zeigen wir, dass die Integrale der Gleichungen (1) be-
schrinkt sind, wenn die Funktion p(x) folgenden Bedingungen genugt:
1) 0 < a?2 < p(x), wobei a eine positive Konstante, und 2) p (x) eine Funktion mit
beschriankter Schwankung fiir x > 0 ist, das heisst es existiert eine Konstante M,
so dass fiir jedes Wertsystem von x: 0 <ux <x;< ... <X, die Unglei-
chiing erfiillt ist:

h—1
i 3 ‘p(xi+1)"p(x¢)’ <M.
=1

Ausserdem geben wir am Ende der Note ein geometrisches Verfahren an
zur Konstruktion von Funktionen p(x), welche die erste der erwidhnten Bedin-
gungen erfiillen, die Integrale der Gleichung (1) aber nicht beschrinkt sind.






