NMPUKJIAJHAS MATEMATUKA WU MEXAHHUKA
TOM 1 1433 Ne 2

OPUTMHAJIBHBIE CTATBH

Ob M3IrubE NJACTUHOK HATPY3KAMMH, PACINIPEAEJ/IEHHBIMU MO
MJIOLIAIHN KPYT A

C. A. I'epweopun | (Jenunepad)

Llenpto HAcTOALlEH 3aMETKH SBJAAETCS BBIBOA OJHOM BecbMa MpOCTOi dop-
MyJBl, pemamouied B O6UIEM BUJE BONPOC 06 H3rube IJIACTHHOK HArpy3KaMH,
pacnpene/eHHbHIMH 1O IJIOWAMM KPyra U 00JajalouluMu OCeBOH CHMMeTpHeH,
B CJyyae, eCaH JIeHCTBHE NPOHM3BOABHO PACIONOXKEHHOH COCPEIOTOYEHHON CHJB
Ha Ty e IIaCTHHKY H3BECTHO.

B xoHue paboTLl JAIOTCA NPHUMEPLl NPHMEHEHHS IIONYYEHHOrO pPe3yJb-
TAaTa K HEKOTOPHIM CJyYasM H3ruba NIacTHHOK, B YaCTHOCTH, K CJAy4aw Kpyr-
JBbIX MJMACTHHOK C ONEPTLIMH KpasMH.

§ 1. U3ru® nJacCTHHOK CHJaMH, paBHOMEPHO pacnpeeeHHbIMH MO
OKPYXHOCTH

[lycTh MmeeM NJACTHHKY S C Onpeje/eHHBIMH OYEPTAHHAMH H YCAOBHAMM
3aKpenJieHdss Ha KOHType, W IIOJOXHM, YTO €e YIpyras MOBePXHOCTb NMOJ Aeii~
cTBUEM cuJbl P=1, NpUJOKEHHOH B TOUKE & 7, onpejensercs QyHKIHeH

2 == (R ),

dyukuuag v yrosaeTBopseT nuddepen-
1a/1bHOMY YDPaBHEHHIO:
Aot », x, y)=0, ()
rne

o 0*
A:ﬁu“ °

dax*® f_dy-’
H pery/sipia BO BCEX TOYKAaX IMJACTHHKH S 3a
UCKJAIOYEHHEM TOUYKH MPUIOXKEHHS CHJIB X =¢,
Y=m, rjge OHa UMeeT OCOOEHHOCTb BHJA

1™ ehe s
iB%N’ lnr, (2)

Puc. 1.

rae
P=(—Y + (y—,

En?

N=gi—%

XKECTKOCTb IIJIACTUHKH.
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3ametuM, uyto OGyHKuMA v (§, 1, X, ¥) yHAOBJETBOpsieT Takxe AHbdepen-
HaJbHOMY ypaBHEHHIO:
AE_, "]Ah;a71v($’ Ny x; ,V):Ox (3)

o, &
Ae,n—a?s‘; o

rape

JlefictBuTenbHO, ypaBHeHHe (1) MoxeT OBITh MEPENHCAHO B BHIE:

A A qv(x, ¥, § m)=0.
Ho
v(x, ¥, & n)=v(E n X, V)

Ha OCHOBaHUM TeopeMbl B3auMHOCTH Maxwell’a, oTKyZa u c/l1emyeT CKasaHHOE.
Takum oGpasoM, y6expaemcs, uto v (§ m, X, y¥), paccMarpuBaeMas Kak QyHK-
U OT § H v, ABAAeTCs Takke (yHKUUed OHrapMOHHYECKOH M Dery/aspHO# BO
BCeX TOUKax, KpOMé TOYKH §=X, n=y, rie OoHa UMeeT OCOOEeHHOCTb BHJIA (2).

Hafizem Ttenepb ympyrylo NOBEPXHOCTb @=w(X, y) IVIACTHHKH S TpH
JEHCTBHM HA Hee Harpy3kd p=1 (Ha eJUHHIY NJIHHH), PacnpereJeHHOH Mo
okpyxkHOcTH K pajguyca p C LEHTPOM B TOuke &, 7, (puc. 1).

OueBunHO

w(x, Y= [vE  x, y)ds. 4)

>

I onmpenenenuss uHrerpasa (4) Bocmoabsyemcs ciaenyloluei Teopemoi:’
Ecau f(§, m) ynkuus, peryaspHasi BHyTpH kpyra K pajuyca p ¥ C LEHT-
poM &y, 7,, TO: -

o2 4] e
[ £ mds=2m[FCom)t & den f o ) oo gl Mo 1S Gun) +oo |-
K -

B wacTtHoctu ecan f (% m)— QyHKIHa OGUrapMOHHYeCKas, NMOJydaeM:

[ 7 myds=2m[ £ o 1)+ 25,41 Coy 0] (5)
K i

O6paTtuMca K BBIYHCJIEHHIO HHTerpasa (4). Ecanm X, y — BHEWIHASA nO OT-
HoweHntio k kpyry K Ttouka, to v(§ 7, X, y) peryaspHa BHyTpH K, u dop-
MyJaa (5) mpuaaraercs HemocpencTBeHHO. [loayuaem:

’ZFJ(X, y)ZQTEP i (EO) 7]0) x; y)_!_% Aév 1 v (sﬂr "N)’ )C, y,' (6)
Ecau touka x, y'pacnoasoxena Buytpu K (puc. 1), To mosaraem
1 9 2 ! [E
v X =155 P+ E 0 X, ), N
TaK 4TO
1 2 2 rfE A
w (X, y):m.f r*inrtds -+ rv (5 » % s (8)
K K

Oynknua v (¢, m, X, y) peryJaspHa Bo Bcex Toukax BHytpu K. [TpumeHss
¥ He#t dopmyay (), nmoayyaem:

! Rayleigh. Theory of Sound, § 275. Cm. Takwke Mou crathu: ,O CPEIHHX 3HAUEHHSX
$YHKUMA HA OKpyxHOCcTH M coepe*. (M3s. JIrp. [Monut. un-ta, . XXXII, 1929) u ,Uber einen allg.
Mittelwertsatz d. math. Physik“ (Joknans Axag. nayk CCCP, 1932 r.)
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3
rv’ (E’ 7]: x; y) dS:QTEp ’U' (EO) 710, X, y)_i_%P_ A%.’)v’ (EO’ 7]0) x) y):

>

7pd L 3
=2mp v (&, Mo, X, ¥) + “g A v (&, Moy X, V) _STPV”OQ e %V(ln r*4-2), (9

rae B
= (x— &)+ (y—m)*

Ham ocraercs HaliTH euie HHTErpaJ

= Inr?ds. (10)

16m r
N .

Jlns 3TOro pacCMOTPHUM TOYKY X', V', CONPSKEHHYIO C TOYKOH X, ¥ OTHO-
CHTeNBbHO OKPYXHOCTH K 1o 3aKOHY 06paTHbIX panuycoB. O4eBHAHO

et I e i
T=gs Y=t

Ecau Touka &, 7 pacnosoxeHa Ha K, TO, KaK H3BECTHO,

F T
— =———— cofist,
! i 0

rae
= (' — 8§ (Y — )
Ha atom ocHoBanuu moxem uHTerpaa (10) npeacTaBUTb B BHAE

7, 2 rlﬂ
‘f rtin—s-ds,
P %

[ g e
= 167Np®

npHyeM Tenepb NOJAbHHTErpajibHas (QyHKUUS pery/spHa BO BCEX TOUKAX BHYTPH
K (u 6urapmonnuna). CienoBareqbHo, cornacio ¢opwmysae (6) umeem:

WP Sy Py e T S )]
I=go[rem ot (ln e 2],

¢ \
rape
r'y = (x' — &)+ (¥ — )™
Tak kak
rory =p%
TO f )
[=FInp*+ 5 (Inp* 4 2). (11)

Ha ocuoBanuu ¢opmyan (7), (8), (9), (11) MbH NPHXOAHM K CjeLyIOULIEMY
OKOHYATEIbHOMY pPe3yJbTaTy:
1) Eciu X, y— Touka BHELIHsiS OTHOCHUTENbHO K, TO

i ¥ 3
w(x, y)=w,(x, y)=2mp v (§ Mg X, V) %AE_W"’(EO: N, X, V) (12)
Ecau x, y BHYTPEHHsAsI TOYKa, TO
o3
w (x, y) = W, (X, y) = Q“P v (EO) Moy X y) + T_;A.Ev 77 (E01 Mo X J’) =

I _P(P';I‘Vro') lnl‘o‘z%—P(P ;‘Vro")lnpz+%(1_r;:2). : (13)
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§ 2. Harpyska pacnpejaelieHa no mIOILAfM Kpyra

O6partuMcsa Temepb K TOMY CJAy4alo, KOrja Harpyska p AeHCTByer 1o IJ10-
wand kpyra T paguyca R ¢ uentpom B Touke &), 7, [losoxum, uto p 3aBu-
CHT TOJMIBKO OT PACTOSIHHA ¢ paccMarpuBaeMolt Touku kpyra T 10 ero meHTpa,
T. €. YTO

p=p(p).
Yupyryro mNoBepxXHOCTb IJaCTHHKH B paccMaTpUBaeMoM ceHuyac cJjyuae
©0603naunm yepes W= W(x, y). OueBUIHO,

R
W(x, y)=|pE wx v) de,

rae w(x, y) UMeeT TO e 3HaueHHe, YyTO B MNpexblayuiem naparpade.
B uvacTHoCTH, ecay X, y — BHELIHSSl 1O OTHOIIEHHIO K Kpyry 7 Touka, TO

R
W(x, )=W,(x, )= [p@w (x d, (14)
0
€CJH Xe X, y— TOYKa BHYTpPEHHsd, TO
ro R
Wx, 9)=Wyx )= p@w(x n)de+ [ p@w(x, »dp.  (15)
0 ro

Ha ocunoBanuu opmya (12) u (13) manee noaydaewm:

A
Wl (X, y):pv (Eo’ Ny X, J’) ’WI—‘IALTI‘@(EO; Ty X, ,V), (16)
; ' A Pr2- A :
W‘z ()C, y)_—_Pv (Em Ny X, y) ""' _[AE:"A'T’(Em Toy Xy y)'—' 26:1:-1*;/ In r02’§'6 (r(,), (17)
rae J
R
1 /o 9 | 9 f 92\
b =gy | P@[e @+ r)ne +2n2 (1— 5 |d, (18)

Ty
R

P=2x [ p(s) sy,

0
R
A=2m J‘pp(p) o do.
0

P npexncraBaseTr noJaHyio Harpysky Ha xpyr 7, a A — HOJSIpHBIE MOMEHT
HHepUUH (UKTHBHOIO paclpefes]eHHs MacC C IVIOTHOCTBIO P OTHOCHTE/IbHO
uenrpa kpyra 7.

dopmyarr (16), (17) u (18) mawT mo/JHOe pelIeHHe NOCTABJEHHON HaMu
3ajayu B obliem BHUIE.

BrinumeM eme BbipaxeHus QyHkuuu 0(r,)) 415 HEKOTOPHIX CJAydyaeB Ha-
rpyskd. Ecaun p=p, 0", roe p,— noctogHHas, TO

V=" R gy [P+ g A7) —atad) (9
TIpUYeM B JAHHOM cCJlyyae ot
PZQ’T;,'QF 5Pn
A:Qﬂ,: Rnt4

ﬂ_‘z P
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Ha ocuoBauun ¢opmyast (19) mMoxer GbITb JErkO NOJYYEHO BbIpAaXKEHHE
nas 6(r,) u B TOM caydae, koraa p(p) BHIPAXKAETCH MOJNHHOMOM MPOHU3BOJbLHOH
CTEeNeHH OT p.

B uwacrhocTH, ecn =0 (paBHOMepHaﬂ Harpyska p==p,), TO

bery="rFAmp 4 L [2Pr0 1A (—) —-SA], (20)
rjae :

= T:le?'p()’
TR
A —_— Tpo.

§ 3. [lpuMeHeHHe NOJYYE€HHbIX (DOPMYJ K KPyrjod NAaCTHHKE C 3afenaH-
HBIMH KpasiMu

PaccMOTpUM KPYIJYIO IMIACTHHKY pafuyca @, 3al1eJaHHYK MO0 KpasaM H
TMOJBEpKEHHYI0 B TOUKe £, 7 AEACTBHIO COCPeAOTOYeHHOH cuabl P=1. O6o3na-
.AM Yepe3 ¢ paccTossHHe TOUYKH &, v 10 LEHTPA NJACTHHKH, Yepe3 r— paccTosi-
HHE NPOM3BONBHON TOYKY X, J MJIACTHHKH JIO
TOukH £, 7, a uyepesr— pacCTOSHHE TOH e J

‘TOYKH X, Yy N0 TOUKH &, v, CONpsi:KEHHOH C TOYU- 7 )
Ko & 7 OTHOCHTEJNbHO KPYrOBOTO KOHTYpa 1y “r"

MJIACTHHKH MO 3aKOHY OGpPaTHBIX PagHyCoOB, T. €. 2 £
NOJIOXHUM: | i

gl kS 2 &
A=8, 2 e
P=(x—8+(— ),
TIe X
P=x—EP 4+ {(y—1),
: i G Ry
S = A= [.:,]'
¥npyraa nosepxsHocts v (¢, v, X, ¥) B HaH- Puc. 2.
HOM cJyyae NpencTaBaseTcs B Buje: !
1 oy airt | ctr? el
i = A g, —
vE 0 X V) =15N (r lncﬂr_: = i L P

3ameuasi, 4yToO
Arr=c* - a'—2a (xt |- ym),

= ‘x‘l +y2’

rne

HETPYAHO YO6EeNHUThCS, YTO

R T L e

atcrt

Orclona caenyer:

Ao, X, [1 Frt (@09 (¢ —a)]
a0 X, y)= 4N ‘c“rﬂ atetrt J

Ecan nHa mnnactuHky nmelicTByeT Kpyrosas Harpy3ka ONHCaHHOro B § 2
BUAa (pUC. 2), TO ee ynpyras NOBEPXHOCTb MPEJACTABUTCH HA OCHOBAaHHH ¢op-
mya (16), (17) u (18) ypaBueHusMmu:

! Michell, London Math. Soc. Proc. vol. 34 (1902), p. 223. Takxe Love-Timpe, Lehr-
buch der Elastmt.’it p. 563.
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__Pri+ A, atr P feltrg Q A (a® = 1) (c*\t— aY)
W (x, y)—jﬁ;cw‘lnc‘&,;?“l—mﬁ ("“—”o)—l&w e T , (21)

- Prf et P /¢t ;‘;2 2 A (@* =2 (¢, —aY)
W (6 VY=g N5 B L i s
1) 0 0 0

+0(ro), (22)

o =8 Mo’
= (x—§&)*+ (¥ —mp)’,
ro =x—&P+(y—m)?
(%', mo' mpencraBisieT TOUKY, CONPSKEHHYIO C TOUKOM £, 1, OTHOCHTE/BHO KPY-
rOBOr0 KOHTYpa NJaCTHHKH).
Ecan umarpyska cienyer sakony p=p,o", 70 W, npunumaer BHA:

TIAC

__Pré+ A, &R P efr?, n _g\ A (@—N)(c2N—ab) ,
Wa (s =T 0ot o (i) B e+

+ov aroeTe &) —arel-

B vactHocTH, B cayyae paBHOMEDHOH HArpys3ku p=p, NOJyYyaeM CJaeLyio-
mue Boipaxenus s W(x, y):

B R? 2 | Do a® roz 2(‘0’ ;02 3 R (a’—)\ﬂ) (02 py i a4)
Wy (5 9) ="y |@nt + RYIn G4 2 o REDEL= A,

PR RE @ ryt % 2;0-;' ol 5R® R2 (2 —22) (6,2 2 — at)
Wa (% D ent - R SRS e ===,

[Mocnennue QopMynbl TOXKIAECTBEHHb € (OPMYJaMH, MOJTYYEHHBIMH IS
aroro cayyasg uHbiM nytem H. Schmidtowm.!

§ 4. Cayyali 6eckOHeyHO# MOJOCHI, ONEePTOH MO Kpadm

B cayuae nosoch, 6eCKOHEYHO NPOTSKEHHOH B HanpaB/JE€HHH OCH Y, CBO-
6oxHO omnepTol 1m0 KpasM x=0 H X=a ¥ NOABEPKEHHOH AEHCTBHIO CHJIbL
P=1 B Touxe § w, ynpyras nosepxuoctb v (}, m, X, ¥) naercsa opmysamu:*

a) npu y=m
o _nmy—"
00,5 N =0, 7% =505 Y — 1+ LV ]sin T sin ", (23)
n=1

6) npu y=<v

o MmE—="

v (E’ Ny X, y) :’v‘l (E7 1, X, )’):«Z;-NE 2 ns ‘_‘[1 ‘2 o (.3;’_—7])] sin !125 sin I_I_EX . (24))
n=1

Xota v (¢ m, X, y) ¥ Bhpaxae1csi 6ECKOHEYHHIM DPAJOM, OJHAKO, KAaK 3a-
metua Naddi,® Bce MOMEHTHI HANPSXKEHHH H Iepepe3bBaiollHe CHABl MOTYT
6bITb MNpeACTaBJeHb B KOHEYHOM BHAe. J€HACTBHTEJNLHO, B JaHHOM CJydae
UMEIOT MeCTO PaBEeHCTBA:

! Ein Beitrag zur Theorie der Biegung homog. Kreisplatten, Ing.-Archiv, B. I, H. 2 (1930).
Hago ormeruth, uto Metox, KotophiM H. Schmidt npuxoanut Kk cBOHM popMynaMm, OTAHYARTCH
GONBINOH CIOXKHOCTHIO.

® A. Naddi. Die elastischen Platten, § 25.

% Loc. cit., §§ 25—30. .
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ke S TS 9
w=1(s=r3)
o | A
W7 (’9 i 5;";/\' ) (25)
Po_ 1 0
axay — 2 dx>
npxyem: !
=0l % N=~4v{ 9 x W=
1 sin n(z—C) 1 cosh“——(ya_n)—cos E(_xa——_c)
_ il s 26)
=N (z—f—’) 4xN Coshﬂy:ﬂgc T (x aj_)
rue

z=x+iy, L=t+fin,
a RJ | obosnayaer BelleCTBEHHYIO YacThb CTOSIIEH B CKOOKAax Be/JHUHHHL.
Tak kax
Ao o, X, V)=2:17(x, 3, & ),
.TO BhIpaxeHue Mas Agqv(§ 7, X, y) MoxeM noayduth u3 ¢ (¢, 7, X, y) nyrem
3aMeHbl X H Yy COOTBETCTBEHHO Ha & M 7 u HaoGoport. [Ipu sTom mosyuaem:

B nvE M X, V)=0E 9, X, ). @7y
O6patuMcs Temepb ¥ pAacCMOTPEHHMIO NEHCTBHS HA HAWIYy MOJOCY KPYyro-
BO# Harpyskd. OGo3Hayasi ynpyryio MOBepXHOCTb B 3TOM ciyyae yepe3 W (x, ),
nojsyyaem Ha ocHoBawuu opmyxa (16), (17) u (27):
1) B Touxkax BHEIIHHX MO OTHOWIEHHIO K Kpyry T

A
W(x) y): Wl (x; y):P’U(Eﬂ, TNo» x; y)+ Z"(P(EO’ To» X, y) (28)
2) Bo BHyTpeHHHX TOuKax:

W (x, y)=W,(x, ¥)=Po (&, 1, X, JJ)_I‘ o (&, M0 X, Y)—

Pr*+4 A
— ey 17" 4 8(ro). (29)
Ha ocnoBanuH paBeHcTB (25), (26), (28), (29) MOXHO HamucaTh (B KOHeY-
HOM BHJE) BBIPAXEHHs /IJS MOMEHTOB HANPSIKEHHH m,, m, m,, U I1d 1epe-
pesblBAIOWINX CHA P, py. L9 BHEWHHX MO OTHOLUIEHHIO K prry T Toyek no-
Jydaem:

m—= 5 [PO40¢—P(1—oy54+ 207294,
my=— —[P(l +9)g+ P14 )y0y+A“;9 23,
my==3[PU= 55255, (30)
p=—Nde,
py=— NP

Jasi Toyexk BHYTPH Kpyra K aTuM GopMmysnaM npubGaB/SIOTCH YJIEHbl, NPO-

! ¢ynkuus o= Av SBASETCS TapMOHHYECKOH H, GYNyyd NIPOAONKEHA HA BCIO nnocxocn,

obnamaer B Toukax { --2ka uw — (- 2ka COOTBETCTBEHHO OCOGEHHOCTAMH BHJA Inrtn

4N

——4—1:%111 ry*. Orcrona MOXHO NOPHTTH K paBeHCTBY (26).
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Pré 4+ A

UCXOAsiIHe OT N06GABOYHOTO CJaraeMoro — — -Inry?-|-0(r,) B BHIpaXeHnuu
167N ;

ynpyrod moBEpPXHOCTH.

3ameTum, uto QopMmyas Hacrosiero mnaparpada (C COOTBETCTBYIOLIMMH
M3MEHEHHSIMH H JOIOJHEHHUSMH) MOTYT ObITh HCNO/b30BAHLI MIPUMEHHTEIBHO K
TPSMOYTOJBbHBIM IIACTHHKAM C JBYMS CBOGOJHO OMNEPTHIMH MPOTHBOIOJIOX-
HbIMH CTODOHaMH, a Tak¥e K 06e30a/q0YHbLIM MEePEKPLITHAM, '

UBER DIE BIEGUNG VON PLATTEN DURCH LASTEN, DIE UBER EINE
KREISFLACHE VERTEILT SIND

Von | S. Gerschgorin | (Leningrad)

Zusammenfassung

In der vorliegenden Note werden allgemeine Formeln abgeleitet, durch
welche die Frage der Biegung von elastischen Platten durch Lasten, die iiber
eine Kreisfliche kreissymmetrisch verteilt sind, in allgemeiner Form gel6st wird.
Es bedeute v=w(t, v, x, v) die elastische Flache der Platte unter der Wirkung
einer im Punkte & v angreifenden Einzelkraft P=1. Ist die Belastung durch
-die Gleichung p = p(p) angegeben, wo p den Abstand vom Mittelpunkte &, 7,
des Kreises 7 bedeutet, so wird die gesuchte elastische Fliche W= W(x, y)
durch die Gleichungen (16) bzw. (17)—(18) ausgedriickt, je nachdem x, y ein
dusserer oder innerer Punkt der Kreisfliche 7 ist. Dabei bedeutet P die volle
Belastung iiber die Fliache 7, A das polare Trigheitsmoment dieser Belastung
-(als eine ebene Massenverteilung betrachtet) in Bezug auf den Punkt &, =,
r, den Abstand zwischen den Punkten x, y und &, %, und N—die Plattenstei-
figkeit.

Die erhaltenen Resultate werden in § 3 auf den Fall einer eingeklemmten
Kreisplatte angewandt. Die Funktion o(§, %, x, y) ldsst sich in diesem Fall nach
Michell durch Gleichung (20) ausdriicken. Wirkt eine Kreisbelastung, so ist die
elastische Fldche durch Formeln (21) und (22) gegeben. Im Fall einer gleich-
formigen Kreisbelastung kommen wir zu den Formeln (21") und (22'), die mit
denen zusammenfallen, welche von H. Schmidt vor einiger Zeit in ganz
anderer Weise abgeleitet wurden.?

In § 4 wird der Fall eines unendlich langen freiaufliegenden Plattenstrei-
fens betrachtet. Die Losung wird durch Formeln (23), (24), (28), (29) gegeben.
Es sei bemerkt, dass in diesem Fall alle Spannungsmomente und Scherkrifte
sich in geschlossener Weise darstellen lassen, wie aus Formeln (26), (30) er-
sichtlich ist.

! CMm. Molo padoTy: ,Beckoneunas naacTuika na onopax, pacrnojloMeHubX B IPAMOYTOXbHOM
nopanke“. (C60pHHK 10 Teopun coopyxenuuit, usn. KYBYY, Jlrp. 1932.)
? S. Fussnote auf S. 164.





